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Предисловие 

Курс написан в соответствии с современной программой, целями 
и задачами обучения будущих учителей. Наш многолетний опыт 
работы со студентами приводит к заключению, что курс теоретической 
физики в пединституте должен быть простым и доступным, но в то же 
время не упрощенным, достаточно полным для отражения существа 
физических теорий. 

Курс состоит из пяти частей: I — Классическая механика, 
II Основы специальной теории относительности. Релятивистская 
механика, III — Классическая электродинамика, IV -г- Квантовая 
механика, V — Статистическая физика и термодинамика. Они вы- 
ходят отдельными книгами. В первой книге помещены I и II части 
курса, во второй будет III часть, в третьей книге — IV часть. 
Часть V — Статистическая физика и термодинамика — вышла ранее. 
(Издательство «Просвещение», 1985 г.) 

В первой книге имеется общая для всех частей вводная глава, 
которая поможет выяснить некоторые важные методологические 
и мировоззренческие вопросы физики, установить взаимосвязь фун- 
даментальных физических теорий. 

Основной программный материал курса разбит на параграфы, 
обеспечивающие логическую последовательность изложения, а содер- 
жание параграфа примерно соответствует одной лекции. Однако 
с переходом на новые учебные планы лектор будет определять число 
лекций по теме программы, ориентируясь на содержание главы курса 
и относя часть материала ее параграфов к самостоятельной работе 
студентов. Дополнительный материал выделен шрифтом или отмечен 
звездочкой. К нему можно обращаться для углубления понимания 
отдельных вопросов, выяснения деталей. 

Большая часть всех параграфов снабжена примерами, а главы* — 
упражнениями. Не заменяя специальных задачников, они предназ- 
начены для облегчения организации самостоятельной работы студен- 
тов над курсом. Этой же цели служат методические замечания 
к отдельным вопросам и темам, набранные петитом места и углуб- 
ляющие основной материал параграфы. Лектор сможет давать по 
ним задания при изучении теоретического материала. 

Примеры и упражнения можно использовать и на практических 
занятиях, семинарах. При обсуждении методологических вопросов 
физики уместно обращаться к вводной теме курса. 
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Стремление к простоте раскрытия сложных в математическом 
отношении и трудных в силу своей абстрактности вопросов курса 
потребовало в ряде мест определенных методических мер и решений. 

В механике избран традиционный путь, начинающийся с законов 
Ньютона, динамики материальной точки. Вся электродинамика 
изложена на основе учения об электромагнитном поле в вакууме, 
причем общие его уравнения предшествуют частным случаям. В кван- 
товой механике изучению основных вопросов предпослана пропедев- 
тическая тема, содержащая решение простейших одномерных задач 
еще без применения специального математического аппарата. В ста- 
тистической физике в основу положен квантовый подход, что позво- 
ляет проще и последовательнее дать ее исходные положения и 
получить основные выводы. 

При написании курса классической механики использованы 
лекции доцентов И. И. Бессонова и А. М. Изергина, чем мы хотели 
почтить их память. 


ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА И КАРТИНА МИРА 

Перед вами новый курс — теоретическая физика. Что в ней изу- 
чается, как связаны между собой эксперимент и теория, курс общей 
физики и предлагаемый — теоретической, для чего учителю физики 
необходимы знания теоретической физики — - ответы на эти вопросы 
содержатся во вводной главе. 

Важная цель изучения физики будущим учителем состоит в овла- 
дении совокупностью общих ее идей, принципов, законов, общих 
сведений о строении, движении, взаимодействии объектов окружаю- 
щего нас материального мира. Эта совокупность и есть физическая 
картина мира. Во вводной главе она раскрывается с качественной 
стороны, что позволяет изучать далее физические теории как фраг- 
менты единой картины. 

§ 1. Предмет и метод теоретической физики 

Эксперимент и теория. Физика — наука экспериментальная: в ней 
для исследования объектов и явлений материального мира ставится 
специальный научный опыт — эксперимент, в котором целенаправ- 
ленно изучают явление природы, материальный объект в строго 
учитываемых условиях. При проведении эксперимента обеспечи- 
вается возможность следить за изучаемым физическим объектом, 
воздействовать на него другими объектами, изменять условия проте- 
кания изучаемого физического процесса или явления, воссоздать или 
вызвать явление. Добытые с помощью эксперимента сведения пред- 
ставляют собой отдельные факты физической науки; устанав- 
ливаются частные законы. По мере накопления экспериментальных 
фактов и частных законов, в процессе исторического развития 
физики, возникает потребность их теоретического обобщения, которое 
достигается с помощью некоторых новых положений — исходных 
принципов или общих законов, составляющих основу большой 
группы уже открытых частных законов, физических явлений, свойств, 
фактов и т. п. 

В «Диалектике природы» Ф. Энгельс писал: «Эмпирическое 
естествознание накопило такую необъятную массу положительного 
материала, что в каждой отдельной области исследования стала 
прямо-таки неустранимой необходимость упорядочить этот материал 
систематически и сообразно его внутренней связи... Но, занявшись 
этим, естествознание вступает в теоретическую область, а здесь 
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эмпирические методы оказываются бессильными, здесь может 
оказать помощь только теоретическое мышление» 1 . 

Наиболее полно и последовательно теоретические обобщения 
физических знаний достигаются в физических теориях. Почему же 
возможно обобщение широкого круга физических фактов и отдель- 
ных законов в теории? Ответ на этот вопрос дает марксистско- 
ленинская теория познания — диалектическая логика. Она открыла 
материальное единство мира, всеобщую связь объектов и явлений 
в нем, познаваемость мира. Благодаря этим свойствам. мира оказы- 
вается возможным для очень больших групп физических объектов 
и явлений найти главные законы — «клеточки познания», с помощью 
которых объединяются и объясняются все свойства объектов и явле- 
ния из каждой группы. Теоретическое обобщение достигается путем 
выявления общности природы физических явлений и объектов, их 
сущности и исходного принципа* 

В качестве примера можно рассмотреть историю изучения элект- 
рических и магнитных явлений, продолжающуюся на протяжении 
нескольких веков (и не закончившуюся в наши дни). В начальный 
период эмпирические знания об электричестве и магнетизме были 
весьма разобщенными: насчитывали, например, до пяти видов 
электричества, а электрические и магнитные явления трактовали 
как самостоятельные, не связанные друг с другом. Частные эмпи- 
рические законы электричества и магнетизма были открыты 
в конце XVIII и в XIX в. — это законы Кулона, Ома, Био и Савара, 
Ампера, Фарадея. Их обобщение достигнуто в теории Максвелла. 
Все электромагнитные явления оказались проявлениями одной физи- 
ческой сущности — электромагнитного поля, а основу теории элект- 
ромагнитного поля — главные законы — составили уравнения Макс- 
велла. 

Функции теории. В настоящее время общепризнано, что теория 
является основной и ведущей формой знания для всех наук. Велика 
роль теории и в физической науке. В ходе социально-исторического 
процесса познания человеком окружающего мира и в ходе развития 
науки теория складывается для использования, приумножения и 
передачи следующим поколениям добытых знаний. 

Итак, первая функция теории — использование человеком имею- 
щихся знаний в практической деятельности. Практика выдвигает 
множество задач, решение которых не содержится в накопленных 
эмпирических фактах, хотя их весьма много и они разнообразны. 
Теория же (потенциально) содержит в себе ответ на любую задачу, 
которая относится к области ее применения. Например, располагая 
законами механики, можно теоретически рассчитать необходимую на- 
чальную скорость и время старта для космического корабля, направ- 
ляемого в любую точку Солнечной системы. Решить такую задачу 
экспериментально нет никакой возможности. Важно заметить, что 
квантовая механика, например, позволяет понять и рассчитать любое 
явление на атомно-молекулярном уровне, начиная от строения элект- 


1 Маркс К., Энгельс Ф. Соч,— 2-е изд. — Т. 20. — С. 366. 
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ронных оболочек атомов, процессов испускания и поглощения света 
атомами и кончая свойствами атомов и молекул, их химическими 
взаимодействиями. Разобраться в многообразии этих явлений эмпи- 
рически невозможно. 

Вторая функция теории — приумножение, добыча знаний. На 
переднем фронте физических исследований эксперимент тесно связан 
с теорией. Эксперимент не проводится вслепую; в нем ищется ответ 
на поставленный экспериментаторами перед природой вопрос, т. е. 
проверяется некоторое теоретическое предположение, или гипотеза. 

После того как основные законы теории найдены и сформулиро- 
ваны на языке математики, из них получают множество конкретных 
выводов, обогащающих знания человечества. Таким образом, теория 
содержит не только готовые знания, но и определенный способ 
мышления. Теория отражает структуру и последовательность мышле- 
ния человека, познающего окружающий мир: от фактов и экспери- 
мента к центральному обобщению — закону, от него — к конкретным 
выводам следствиям, применяемым на практике. Мышление, раз- 
вертывающееся по этой схеме, характерно для нашего времени 
и известно под названием научно-теоретического. 

«Высшим судьей» для любых теоретических построений и выводов 
является эксперимент, практическая деятельность людей. Истинность 
теории подтверждается не только специально поставленными «ре- 
шающими» опытами, но и производственной деятельностью 
общества, причем тысячекратно, ежедневно и ежечасно. Например, 
принцип постоянства скорости света проверялся в специальных 
опытах, а вытекающая из принципов теории относительности фор- 
мула Е = тс 2 подтверждается работой промышленных ядерных 
реакторов. 

Третья функция теории состоит в передаче знаний, накопленных 
человечеством, следующим поколениям. Теория как форма знания 
неразрывно связана с этой учебной задачей, стоящей перед общест- 
вом. Если нужно подчеркивать роль эксперимента в физических 
исследованиях, то в той же мере необходимо подчеркивать роль 
теории при обучении физике. Фундаментальная физическая теория 
содержит готовые знания, всесторонне проверенные на опыте и на 
практике. Знаниям специально придается целесообразная форма для 
передачи их при обучении — это и есть изложение теории в том 
или ином учебном курсе. 

При изучении теории должны передаваться не только знания 
фактического материала, но и содержащийся в ней способ мышления. 
Овладев теоретическим мышлением, молодой человек не только раз- 
берется в ее готовых выводах, но и решит еще не решенные задачи, 
откроет неизвестные явления. Последнее чрезвычайно важно в педа- 
гогическом плане. Материальный мир в своих конкретных проявле- 
ниях неисчерпаемо богат и многообразен, поэтому рассматривать 
обучение как овладение суммой знаний недостаточно; все факты 
узнать и запомнить невозможно. Овладеть знанием — это значит 
овладеть способом познания, научиться правильно мыслить. 

Задачи курса теоретической физики в пединституте. В соответ- 
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ствии со сказанным выше о соотношении между экспериментом 
и теорией ясно, что деление физики на экспериментальную и теоре- 
тическую достаточно условно. Прогресс в познании окружающего 
мира был достигнут человечеством посредством специализации наук. 
Поэтому физики-исследователи специализируются как эксперимента- 
торы и как теоретики. Если первые ставят физические опыты, то 
вторые решают дифференциальные уравнения. Для отражения спе- 
цифики экспериментального и теоретического методов исследований 
и в силу причин методического характера курс физки в пединституте 
(и университете) делится на курс общей физики и курс теоретической 
физики. В курсе общей физики накапливаются знания о физических 
явлениях, фундаментальных опытах, основных законах. Хотя в нем 
и изучаются элементы физических теорий, в целом в курсе осуществ- 
ляется так называемый феноменологический подход, т. е. делается 
упор на сами явления, показ их на опытах, изучение отдельных 
законов. В курсе теоретической физики материал общей физики 
обобщается и подробно изучаются фундаментальные физические 
теории: классическая механика, теория относительности, электроди- 
намика, квантовая механика, статистическая физика и термоди- 
намика. Эти теории, каждая в своей области применения, с единых 
позиций описывают все физические явления, т. е. дают возможность 
понять, предсказать и рассчитать их. Названные фундаментальные 
теории применяются и в заключительных разделах курса теоретичес- 
кой физики — микроскопической теории вещества и физике атомного 
ядра и элементарных частиц. 

Перед курсом теоретической физики ставятся следующие педа- 
гогические задачи: 

а) теоретически обобщить совокупность знаний студентов по кур- 
су общей физики, дать единую физическую картину мира; 

б) познакомить студентов с математическими методами исследо- 
вания и математическим аппаратом, применяемым в основных раз- 
делах теории для решения конкретных задач; 

в) дать прочную теоретическую основу для преподавания курса 
физики в средней школе. 

Этими задачами обусловлена специфика изложения материала 
в нашем курсе. На первый план везде выдвигается идейная и эвристи- 
ческая сторона теории, раскрывается механизм и сущность явления, 
дается физическая интерпретация математических моделей и выводов 
теории. Что касается конкретных задач, традиционно решаемых 
в существующих курсах, то число их ограничивается самыми необ- 
ходимыми. 

Предмет и метод теоретической физики. Одним из исходных поня- 
тий в науке является понятие структуры. Структура есть множество 
объектов, которые имеют прочные устойчивые связи между собой. 
Физика изучает простейшие материальные структуры — элементар- 
ные частицы, атомы, молекулы, тела, поля, системы тел и полей, 
их строение, взаимодействие и движение. Это объект всей физической 
науки, в том числе и теоретической физики. 

Чтобы определить предмет теоретической физики, необходимо 
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ввести еще одно общее понятие - — понятие модели. Под моделью 
подразумевается мысленно представляемая или материально реали- 
зуемая система, которая, отражая или воспроизводя объект иссле- 
дования, способна заменить его так, что ее изучение даст нам новую 
информацию об этом объекте. Особенно важны так называемые 
знаковые модели, где объекты заменяются словами или символами — 
знаками. В физике, как и в некоторых других науках, широко при- 
меняются специальные знаковые модели — математические. 

Предметом теоретической физики являются математические 
модели, заменяющие реальные физические объекты. 

Метод теоретической физики представляет собой математический 
анализ этих моделей, направленный на выявление их особенностей, 
свойств, связей между собой в тех или иных конкретных условиях. 
Полученный математический результат обязательно отображается на 
материальную структуру; выводы теории применяются на практике, 
проверяются в экспериментах. 

В отношениях и связях между теоретической физикой и мате- 
матикой имеются важные особенности. 

Математический объект (число, вектор, функция, уравнение 
и т. д.) не полностью адекватен заменяемому им физическому 
объекту. Он отражает его главные черты, связи, но не охватывает 
всего многообразия свойств и связей объекта. Это всегда модель, 
и результаты ее изучения имеют характер относительной, а не абсо- 
лютной истины, они применимы в определенных рамках, границах. 
Например, понятие материальной точки в механике как объекта 
бесконечно малых размеров применимо примерно до ІО -6 см. Для 
объектов меньших размеров — атомов и молекул — понятие микро- 
частицы имеет другое содержание. Приведем еще пример. Чрез- 
вычайно широкое применение в физике имеют математические по- 
нятия непрерывности и бесконечно малых (элементарных) величин. 
Однако понятие непрерывности материи в механике и макроскопи- 
ческой электродинамике применимо лишь до тех пор, пока имеют 
дело с малыми объемами, содержащими очень большое количество 
дискретных микрочастиц. Соответственно элемент объема в физи- 
ке вовсе не математическая бесконечно малая величина, он может 
уменьшаться лишь до тех пор, пока не скажется дискретность ве- 
щества (атомно-молекулярная структура). 

Математическое исследование модели имеет смысл при условии, 
что его выводы реализуются в материальных объектах, заменяв- 
шихся моделью. Но не все математические решения какой-либо за- 
дачи имеют физический смысл. Конечным критерием истинности 
математического результата служит соответствие его данным опыта 
и наблюдения. 

Точное решение математических задач, возникающих в теорети- 
ческой физике, часто либо недостижимо, либо не имеет большого 
практического значения. Дело в том, что применение выводов на 
практике связано с измерениями, а последние всегда ограничены той 
или иной точностью. Отсюда приближенный расчет в рамках необ- 
ходимой степени точности вполне удовлетворяет потребности практи- 
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ки. Это, однако, не означает, что в теоретической физике вообще 
низка точность результата. В некоторых разделах и задачах дости- 
гается высокая степень точности, еще недоступная эксперименту. 

Итак, физика в отличие от математики имеет дело с материаль- 
ными структурами. Лишь на определенном этапе изучения они заме- 
няются математическими моделями. Из истории науки известно, что 
потребности физики побуждали к развитию целые математические 
отрасли (например, дифференциального и интегрального исчисления 
в связи с задачами механики). В свою очередь физика находила 
в математике готовый математический аппарат (например, теория 
линейных самосопряженных операторов в квантовой механике, 
теория групп). 

Цикл познания и структура теории. При изучении теоретической 
физики полезно иметь представление о цикле познания в социально- 
историческом процессе, отражающемся в структуре физической 
теории. Цикл в общих чертах представляется в следующем виде: 

1. В процессе познания выделяются элементы знания, исходные 
для цикла. Они добываются экспериментально. Этому этапу 
в сложившейся теории соответствует основание (см. таблицу на фор- 
заце) . К основанию относится модель материальных объектов и взаи- 
модействий (или идеализированный объект теории), а также описы- 
вающие их основные физические величины. Так, например, основная 
модель материального объекта в механике — материальная точка, 
модель взаимодействия — действие материальных точек на расстоя- 
нии между собой, исходные положения и величины — система от- 
счета, скорость, ускорение, масса, сила. 

2. В процессе осмысливания множества фактов, частных законов 
возникают обобщения, которые отражают в себе сущность и един- 
ство рассматриваемых явлений. Выдвигается система постулатов, 
выражающих ядро теории. Под ядром теории понимаются общие 
законы или принципы, которые определяют связи между физичес- 
кими величинами, устанавливая изменение последних во времени 
и в пространстве. Как правило, ядро современной теории составляет 
система дифференциальных уравнений. Например, ньютонова меха- 
ника основана на трех постулатах (законах Ньютона) и принципе 
суперпозиции сил. Все эти положения имеют математическую форму. 
В ядре физической теории особая роль принадлежит законам сохра- 
нения энергии, импульса, момента импульса, а также ряда других 
величин. Основные уравнения теории должны быть согласованы 
с законами сохранения — только при этом уравнения правильно 
отражают природу. В ядро входят положения об инвариантности 
основных уравнений по отношению к некоторым преобразованиям, 
основные константы теории. 

3. Из ядра теории с помощью логических умозаключений и 
математического анализа получают конкретные выводы или след- 
ствия теории. Они имеют смысл частных законов, отдельных фи- 
зических фактов, значений физических величин и т. д. и часто оформ- 
ляются как некоторые физические задачи. Разработка и развитие 
теории состоят в решении ее задач. 
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Для физической теории характерны количественные выводы, 
т. е. функциональные зависимости между различными физическими 
величинами. Число физических величин в процессе разработки 
теории возрастает по сравнению с исходными величинами в основа- 
нии. Так, например, в механике после формулировки законов Ньюто- 
на вводятся энергия, импульс, работа и другие величины. 

Общее требование, предъявляемое к теории, отчетливо сформули- 
ровано М. Борном: «...ценность теории тем выше, наше доверие 
к ней тем больше, чем меньше в ней свободного выбора, чем больше 
ее логическая принудительность» 1 . Это значит, что для определенного 
круга явлений теория на основе системы своих понятий, исходя 
из ядра, с помощью однородных математических средств должна 
давать исчерпывающие выводы. В принципе теория должна давать 
конкретный вывод о любом объекте или явлении в своей области. 

И наконец, важной особенностью теории является предсказание 
нового. Ядро теории потенциально содержит неизмеримо большую 
информацию, нежели известная совокупность фактов из данной об- 
ласти физики. В процессе конкретных выводов раскрываются неиз- 
вестные ранее стороны и связи явлений, открываются новые свойства 
и новые явления. Это эвристический характер физической теории — 
ее неотъемлемая и замечательная черта. 

Становление и развитие теории невозможно в отрыве от произ- 
водственной деятельности общества. Развитие науки побуждается и 
обеспечивается прогрессом производства, открывая в свою очередь 
беспредельные возможности для преобразующей и созидающей дея- 
тельности человека. 

Теоретическая физика, как и физика в целом, связана с развитием 
ряда других наук. Мы говорили уже, что физика опирается на мате- 
матику. А на физику опираются другие, как фундаментальные, 
так и прикладные, науки. Физика изучает материальные структуры, 
исходные для таких наук, как химия, биология, т. е. составляет 
теоретическую базу этих наук. Велика и хорошо известна роль 
физики как основы современной техники, как лидера научно-техни- 
ческой революции. 


§ 2. Пространство и время в физике. Исходные модели 
материальных объектов 


Геометрическая модель пространства и времени. Пространство 
и время как формы существования материи для физической науки 
являются исходными понятиями. Основные свойства реального или 
физического пространства 2 отражаются в его геометрической модели, 
применимой во всех фундаментальных физических теориях, изложен- 
ных в этом курсе. Физическое пространство моделируется геомет- 


2 Б о р н М. Физика в жизни моего поколения. — М.: Изд. иностр. лит., 1963. 
Этот термин применяется для отличия пространства как формы сущест- 
вования материи от так называемых фазовых пространств — вспомогательных 
математических понятий, используемых в физике. 
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рическим множеством точек. Оно непрерывно, однородно, изотропно, 
односвязно, имеет три измерения, и в нем справедлива геометрия 
Евклида. 

Для того чтобы различить точки в пространстве, применяется 
система отсчета. Это тело или несколько неподвижных относительно 
друг друга тел отсчета, приборы для измерения длин и времени. 
К системе отсчета относится и некоторая система координат, связан- 
ная с телом отсчета. В системе отсчета с помощью измерения рас- 
стояний между двумя точками — длин отрезков — каждой точке 
пространства ставятся в соответствие три действительных числа 
Я\, Ц2, <7з — координаты точки в той или иной системе координат. 
Такой процесс называется арифметизацией пространства. В мате- 
матике не рассматриваются методы и материальные средства ариф- 
метизации. Для физики же измерение длин отрезков — исходная 
операция, без которой никакие другие измерения невозможны. 

Аналогично пространству моделируется и время. Принимается, 
что оно непрерывно, однородно, одномерно, однонаправленно , т. е. 
изменяется в одном направлении. Момент времени I соответствует 
точке на оси времени, промежуток времени — интервалу между 
двумя точками на оси: Д I — і 2 — I \. Время определяется с помощью 
часов, ход которых проверяется по эталонному физическому про- 
цессу, принятому за равномерный. Предполагается, что часами 
может быть снабжена каждая точка системы отсчета. Часы в разных 
точках должны быть синхронизированы, т. е. ход их должен быть 
согласован с помощью сигналов точного времени 1 . Однонаправлен- 
ность времени означает, что в любой системе отсчета показания всех 
часов монотонно возрастают. 

Нужно подчеркнуть, что арифметизация пространства и времени 
зависит от выбора системы отсчета и процессов измерения в ней. 
Используются различные системы отсчета, связанные с разными 
телами отсчета и снабженные разными системами координат. Обозна- 
чим одну из систем буквой К. Пусть в ней произошло событие в точке 
с координатами <71, <72, <7з в момент времени I. Обозначим событие 
совокупностью этих чисел: <71, <72, <7з, /. В любой другой системе К' 
координаты и время того же события будут: <7!, <72, <73, і'. 

Результаты измерений зависят от выбора систем координат и 
имеют поэтому относительный характер. 

Влияет на результаты измерений и сам процесс измерений: 
при определении положения материальной точки в пространстве 
происходит взаимодействие ее с измерительным прибором. Влияние 
этого взаимодействия на материальную точку в макромире может 
быть сделано малым и не учитывается, но в микромире оно существен- 
но изменяет состояние микрочастицы. 

Относительный характер результатов измерений и их влияние на 
объект измерений отражаются в важнейших законах физики; это 
влияние неустранимо, и с ним следует считаться, чтобы получить 
объективную информацию о материальном мире. 


1 О синхронизации часов в различных системах см. ниже: ч. I, § 1, ч. II, § 1. 
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Принятая модель непрерывного пространства и непрерывного вре- 
мени является обобщением опыта, т. е. она соответствует свойствам 
реального физического пространства. Так, возможны прямые измере- 
ния расстояний вплоть до 10~ 6 см и времени (радиотехническими 
средствами) до 10 11 с. До этих пределов пространство и время 
остаются непрерывными. В области меньших пространственных и 
временных интервалов прямые измерения невозможны, но о непре- 
рывности пространства и времени можно судить по косвенным 
данным, т. е. по совпадению с экспериментом теоретических. выводов, 
основанных на предположении о непрерывности. Эти предположения 
сейчас подтверждаются вплоть до самых малых расстояний, изучен- 
ных с помощью соударений элементарных частиц. 

Обсудим однородность и изотропность пространства и однород- 
ность времени. Однородность — это равноправие всех точек, а изо- 
тропность — равноправие всех направлений в пространстве. Эти 
свойства называют также симметриями пространства. 

Однородность времени приводит к закону сохранения энергии, 
однородность пространства — к сохранению импульса, а изотроп- 
ность — к сохранению момента импульса. Вся огромная совокупность 
экспериментальных фактов современной физики находится в согла- 
сии с названными законами сохранения, что и говорит об однород- 
ности пространства и времени и изотропности пространства. Но очень 
важно отметить, что однородность и изотропность пространства и 
времени имеют место не во всех системах отсчета, а только в части из 
них, называемых инерциальными. 

Поясним, что следует понимать под евклидовостью пространства. 
Это справедливость для него геометрии Евклида. В макроскопической 
области пространства геометрия Евклида подтверждена всей челове- 
ческой практикой. И в микроскопической области ее подтверждает 
совпадение выводов теорий, использующих данную модель простран- 
ства, б результатами наблюдений и экспериментов, вплоть до самых 
малых изученных расстояний. Что касается мира очень больших 
расстояний — мегамира, то, по современным представлениям, про- 
странство в целом, и особенно вблизи массивных тел, искривлено, т. е. 
имеет место отклонение от геометрии Евклида. Однако для области, 
изучаемой нами в фундаментальных теориях, эти отклонения не- 
существенны. 

Итак, рассмотренная модель пространства и времени соответ- 
ствует свойствам физического пространства в области, сверху ограни- 
ченной большими расстояниями (порядка размеров Солнечной 
системы), а снизу — самыми малыми расстояниями, достигнутыми 
сейчас между элементарными частицами порядка 10~ 16 ... ІО -17 см. 
Соответствующая нижняя граница временных промежутков имеет 
порядок ІО -26 ... ІО -27 с. 

Следует иметь в виду, что данная модель неабсолютна: дальней- 
шее проникновение человека в мегамир и микромир может повести 
к ее уточнению. Может оказаться, что в неизученных малых областях, 
при расстояниях, меньших 10 17 см, свойства пространства окажутся 
иными. (В частности, есть основания ожидать дискретности, 
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зернистости пространства вместо его непрерывности в области с 
размерами порядка ІО -33 см.) То же относится и к очень малым 
промежуткам времени. Таким образом, речь идет именно о модели 
пространства и времени, отражающей в указанной выше физической 
области важнейшие его свойства, но, по всей вероятности, не ис- 
черпывающей всех свойств. 

Классическая, полевая и квантово-релятивистская модели мате- 
риальных объектов. Как уже говорилось выше, физика изучает строе- 
ние, движение и взаимодействие материальных объектов на исходных 
и простейших структурных уровнях деления и взаимодействия мате- 
рии. Общее представление о структурных единицах деления материи 
и их размерах дается в таблице на переднем форзаце. 

По современным представлениям, Вселенная безгранична, но 
может быть как бесконечной, так и конечной по размерам: радиус 
конечной Вселенной в настоящее время оценивается как величина 
~10 26 м, а общая масса ~ ІО 41 кг. Предполагается, что большая 
часть массы Вселенной сосредоточена в звездах, число которых со- 
ставляет ~ 1 0 23 . В таком случае во Вселенной ІО 80 стабильных 
частиц — протонов и нейтронов, образующих вещество. 

Но при наличии сил всемирного тяготения между звездами и их 
большими системами — галактиками Вселенная не может быть 
стационарной — она должна сжиматься или расширяться. Из астро- 
номических наблюдений известно, что галактики разбегаются от 
центра с высокими скоростями. Это значит, что Вселенная не всегда 
была такой, какой мы ее наблюдаем. Эволюция Вселенной началась 
10. ..20 млрд, лет тому назад со сверхплотной системы фотонов, 
электронов, протонов и нейтронов (и некоторых других частиц), 
составляющих смесь при чрезвычайно высокой температуре (они 
образовались в самом начале эволюции) . Далее происходит расшире- 
ние сначала взрывного характера, а затем замедляющегося. Оно 
сопровождается понижением температуры, образованием ядер водо- 
рода и гелия (позднее они соединяются в ядра остальных известных 
элементов). К ядрам присоединяются электроны, и образуются атомы 
вещества, а из них — звезды, планеты. Вселенная приобретает совре- 
менный вид. Будет ли продолжаться расширение Вселенной далее 
или оно сменится сжатием, это зависит сейчас от средней плотности 
материи в пространстве. В теории известно критическое значение 
плотности материи 5 - 1 0 — 27 кг/м 3 . По современным оценкам, плот- 
ность материи по Вселенной имеет порядок 2- ІО -27 кг/м 3 . Если это 
так, Вселенная будет расширяться и далее. Но есть основания 
считать, что далеко не вся масса материи сосредоточена в звездах. 
Если элементарные частицы (нейтрино) обладают массой, то масса 
Вселенной за счет потоков нейтрино много больше массы звезд. В та- 
ком случае в будущем расширение Вселенной сменится сжатием, 
которое будет продолжаться до сверхплотного состояния. 

В настоящее время материя в макромире известна в двух видах: в 
виде вещества, из которого состоят все тела, и в виде электромагнит- 
ного и гравитационного полей, заполняющих пространство и пере- 
дающих действие тел друг на друга. 
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Для изучения материального мира его объекты — тела, элемен- 
тарные частицы, электромагнитные поля и др,— заменяют моделями. 
Различаются следующие основные модели материальных объектов. 

Классическая , или механическая , модель. Применяется для изуче- 
ния материи в макромире в виде вещества, т. е. тел. Классической 
моделью служит материальная точка. Это точка, которой заменяют 
конечное тело для изучения, если размерами его можно пренебречь 
по сравнению с расстоянием между телами. Материальная точка на- 
деляется массой всего тела. В классической модели тел допускается 
непрерывное распределение вещества в пространстве, поэтому мате- 
риальная точка может выступать и как элемент объема тела, объект 
бесконечно малый по сравнению со всем телом. Положение мате- 
риальной точки определяется в пространстве ее координатами, ко- 
торые можно измерить в каждый момент времени. В тот же момент 
времени можно измерить и скорость движения материальной точки. 

Система материальных точек моделирует систему тел, протяжен- 
ное тело. Например, твердое тело — это непрерывная система мате- 
риальных точек с неизменными расстояниями между ними. Сущест- 
венно отметить, что для тела имеет место свойство непроницаемости, 
означающее, что в одном и том же месте пространства не могут на- 
ходиться два тела конечных размеров. 

Полевая модель. Она применяется для изучения материи в виде 
макроскопического физического поля. Массой поле не обладает, т. е. 
не сводится к системе материальных точек. Поле в пустом пространст- 
ве занимает большие области без четких границ, а энергия распреде- 
лена в поле непрерывно. Существует всего два различных макро- 
скопических поля — гравитационное и электромагнитное. Они свой- 
ством непроницаемости не обладают, т. е. могут одновременно на- 
ходиться в одном и том же месте пространства. Моделируется физи- 
ческое поле с помощью математического поля физической величины, 
принимающей в каждой точке пространства определенное значение! 
Так, электрическое поле моделируется непрерывной векторной функ- 
цией Е(х, у, г), являющейся напряженностью поля; магнитное — ин- 
дукцией поля В(х, у , 2); гравитационное — ускорением силы тяготе- 
ния §(х, у , г). Итак, полевая модель представляет собой некоторую 
функцию координат точки пространства. 

Квантово-релятивистская модель применяется для изучения ма- 
терии в микромире, где материя представлена только элементарными 
частицами очень малых размеров. Все макроскопические тела состоят 
из элементарных частиц протонов, нейтронов, электронов, имеющих 
массу. Электромагнитное поле состоит из фотонов, частиц без массы, 
но обладающих энергией; гравитационное — из гипотетических без- 
массовых гравитонов. (Имеются и другие элементарные частицы 
изучающиеся в конце курса.) 

Элементарные частицы моделируются точками, обладающими 
энергией и (отличной от нуля или нулевой) массой. Эти точки называ- 
ются микрочастицами (или просто частицами). Между материальной 
точкой (моделью тела) и микрочастицей (моделью элементарной 
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частицы) есть существенная разница, связанная с практическим 
определением их положения в пространстве. Для микрочастицы одно- 
временное определение координат и скорости не всегда возможно, 
так как взаимодействие с прибором при измерении координат из- 
меняет скорость, а для материальной точки это взаимодействие не- 
существенно. 

Универсальные физические величины. Физические объекты — 
тела, поля, элементарные частицы — отличаются друг от друга рядом 
свойств, характеризующихся физическими величинами. Универсаль- 
ными, т. е. применимыми во всей изученной области пространства, 

являются энергия Е тела, его импульс' р, момент импульса іЛ Эти же 
величины характеризуют элементарные частицы. Что касается макро- 
скопического поля, то оно обладает энергией, импульсом и моментом, 
распределенным в пространстве с той или иной плотностью. Масса 
как характеристика инертных свойств тел, проявляющихся при из- 
менении скорости, для макроскопического поля не вводится, так как 
поле состоит из частиц, движущихся во всех случаях с одной и той же 
скоростью с = 3- ІО 8 м/с; их масса, как уже говорилось, равна нулю. 

Для микрочастиц имеется универсальная формула, связывающая 
их энергию, импульс, массу: 

Е = с-\] р 1 2 + т 2 с 2 . (1.В) 

Здесь константа с = 3 - 1 0 8 м/с равна скорости распространения 
электромагнитных волн в вакууме. Формула (1.В) проверена в огром- 
ном числе опытов с элементарными частицами. 

В настоящее время известны только частицы с Е > 0, т. е. в фор- 
муле берется арифметическое значение корня. Кроме того, обнару- 
жены только частицы с т 2 ^ 0, а частицы с мнимой массой не 
найдены. Нет в природе и частиц с отрицательной массой, но имеются 
частицы с нулевой массой. Таким образом, (1.В) приводит к двум 
видам связи энергии и импульса: первый — формула (1.В) и вто- 
рой — для частицы с т = 0: 

Е = ср . (2. В) 

Формула (1.В), справедливая для микрочастиц с т ф 0, приме- 
нима и для тел, так как тела состоят из этих частиц. Формула (2. В), 
справедливая для микрочастиц с т = 0, применима и для макро- 
скопических полей, так как поля состоят из безмассовых частиц. 

Для покоящейся микрочастицы р = 0, и из (1.В) имеем: 

Е = тс 2 . (З.В) 

Это энергия покоя, которой обладает микрочастица или тело. 

В таблице на форзаце физический мир подразделен на области 
по пространственным масштабам. Формула (1.В) дает важный крите- 
рий классификации движений в нем по импульсам и энергиям: если 
р «С тс, то область называется классической, если р « тс или 
р > тс — релятивистской, а при р тс — предельно релятивист- 
ской. 


1 Имеются и другие величины, характеризующие физические объекты, но 

сейчас мы их не рассматриваем. 
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В релятивистской области кинетическая энергия сравнима с энер- 
гией покоя или больше ее. Соответственно в ультрарелятивистской 
области при р тс связь энергии и импульса выражается прибли- 
женно формулой (2.В). Вся энергия может быть отнесена к кинетиче- 
ской, как и для частиц с нулевой массой. 

Указанное деление физических явлений на релятивистские и не- 
релятивистские существенно для фундаментальных физических 
теорий. Так, классическая механика относится к нерелятивистской 
теории, а электродинамика — к релятивистской. Что касается теорий, 
описывающих микрочастицы, то у них есть как нерелятивистские, так 
и релятивистские части. Например, в нашем курсе квантовая меха- 
ника рассматривает нерелятивистские движения микрочастиц, тогда 
как эти движения могут быть и релятивистскими. Мы изучаем нереля- 
тивистскую статистическую физику, хотя имеется и релятивистское ее 
обобщение. 

§ 3. Фундаментальные взаимодействия и законы сохранения 

Фундаментальные взаимодействия. До сих пор рассматривались 
так называемые свободные материальные точки и мирочастицы. Они 
были свободны от действия на них других точек и частиц, т. е. уеди- 
нены или изолированы от них. Если несколько материальных частиц 
или точек находятся на конечных расстояниях друг от друга, то 
между ними происходит взаимодействие. Взаимодействие приводит 
прежде всего к изменению энергии, импульса и момента импульса 
взаимодействующих точек, т. е. к изменению состояния системы 
точек. Взаимодействовать между собой могут макроскопические тела, 
тела и поля, а также микрочастицы. 

Различают два основных проявления взаимодействия: динами- 
ческое, при котором изменяется характер движения тел или микро- 
частиц (например, камень, притягиваясь к Земле, падает на нее с 
ускорением, а-частица, проходя около ядра атома, изменяет на- 
правление скорости), и статическое, при котором тела или частицы 
объединяются в устойчивую систему (например, нуклоны — в ядро, 
электроны и ядро — в атом, атомы — в тело и т. д.). 

Со взаимодействием тесно связано важное для физики понятие 
силы. В физике о силе говорят как о действии одной материальной 
точки на другую, это часть взаимодействия двух точек. Количествен- 
ная мера силы устанавливается по результатам взаимодействия: 
по ускорениям материальной точки или по деформации твердого тела. 

Взаимодействия характеризуют величиной силы, действующей на 
материальную точку, или изменением энергии взаимодействующих 
частиц. 

Все многообразие проявлений окружающего нас мира — физи- 
ческие явления, свойства и строение физических объектов, их движе- 
ние обусловлено взаимодействиями. Конкретных взаимодействий 
происходит великое множество, но в настоящее время выяснено, что 
все они могут быть отнесены к четырем типам исходных или фунда- 
ментальных взаимодействий. Фундаментальные взаимодействия от- 
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личаются друг от друга расстоянием, на котором они проявляются 
отношением сил, энергиями, приходящимися на микрочастицу — 
интенсивностью, характерным временем протекания процессов вы- 
званных в мире элементарных частиц (см. табл. 1). 

Таблица 1 


Фундаментальные взаимодействия 


№ 

п/п 

Тип взаимодействия 

Относительная 

интенсивность 

Радиус 
действия, м 

Характерное 
время, с 

і 

Сильное 

і 

«10~ 14 

«ю - 23 

2 

Электромагнитное 

«ІО -2 


-Ю -20 

3 

Слабое 

«Ю- 10 

«ІО - 18 

«ІО - 13 

4 

Г равитационное 

«10- 38 

оо 

? 


Гравитационное взаимодействие универсально, т. е. проявляется 
для любых материальных объектов, но существенно оно только при 
наличии массивных тел, следовательно, на макроскопических рас- 
стояниях. Электромагнитное взаимодействие на много порядков 
интенсивнее гравитационного, но так как оно имеет место только для 
заряженных тел и частиц, то в макромире, где тела часто электро- 
неитральны, уступает гравитационному взаимодействию Однако в 
микромире электромагнитное взаимодействие, сильное, слабое 
играет существенную роль, а гравитационное на их фоне при взаимо- 
действии микрочастиц на малых расстояниях незаметно. Сильное и 
слабое взаимодействия имеют место только в микромире, на самых 
малых расстояниях между частицами, причем сильное превосходит 
электромагнитное. Подробно свойства и проявления взаимодействий 
изучаются в конце курса теоретической физики, а сейчас знакомство 
с ними необходимо для общего взгляда на физические явления и 
фундаментальные физические теории. 

Основные модели взаимодействия. Выше рассмотрены модели 
материальных объектов. Обсудим теперь модели взаимодействия этих 
объектов между собой, применяемые в макро- и микромире. 

Механическая модель. Механическая система состоит из тел 
моделируемых материальными точками, расположенными на некото- 
ром расстоянии друг от друга в пустом пространстве. Никаких других 
объектов в системе нет. Взаимодействие между ними осуществляется 
на расстоянии, передаваясь мгновенно. Такое взаимодействие назы- 
вают дальнодействием. Результат взаимодействия состоит в непре- 
рывном изменении импульса и кинетической энергии материальных 
точек при их движении в пространстве: точки движутся с ускорением. 
Механическая модель взаимодействия применяется в определенных 
условиях. Она относится к макромиру и к нерелятивистской области 
движения. Это значит, что не принимается в расчет конечная скорость 
передачи взаимодействий, а вместе с тем и их переносчик — физи- 
ческое поле. Механическая модель применима только к гравитацион- 
ному и электромагнитному взаимодействиям. 
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Полевая модель применяется к системе электрически заряженных 
тел и электромагнитного поля. Взаимодействие осуществляется по- 
средством поля, т. е. на заряженную материальную точку действует 
поле, созданное другими точками, а не сами эти удаленные точки. 
Такое взаимодействие называется близкодействием. В результате 
взаимодействия изменяются непрерывно как характеристики поля, 
так и движение материальных точек. Движение материальных точек 
может быть как классическим, так и релятивистским. Что касается 
поля, то это предельно релятивистский объект, так как распрост- 
раняется в пространстве со скоростью с. 

Квантово-релятивистская модель. Система состоит из микро- 
частиц. Передача взаимодействия между микрочастицами с отличной 
от нуля массой осуществляется другими частицами — кванта- 
ми поля. Взаимодействие состоит в том, что две частицы обменивают- 
ся третьей — переносчиком взаимодействия. Для электромагнитного 
взаимодействия им является фотон, сильного — глюоны, л-мезоны, а 
слабого — промежуточные бозоны (№ + , 2°). Что касается 

гравитационного взаимодействия, то его проявления на микроуровне 
экспериментально не обнаружены, а предполагаемый переносчик — 
гравитон — не найден. 

В результате взаимодействия микрочастицы не только изменяют 
состояние движения, но и претерпевают взаимные превращения — 
исчезают одни и возникают другие (в рамках законов сохранения 
энергии, импульса, электрического заряда и некоторых других вели- 
чин). Квантово-релятивистская модель применяется в микромире 
при высоких, релятивистских, энергиях микрочастиц. 

Законы сохранения. Система тел, полей, микрочастиц называется 
изолированной, если не испытывает взаимодействия со своим окруже- 
нием: в нее не поступают и из нее не уходят какие-либо микрочастицы. 
В изолированной системе имеют место важнейшие для всей физики 
законы сохранения ряда физических величин. Это прежде всего за- 
коны сохранения энергии, импульса, момента импульса. Они являют- 
ся универсальными для всех взаимодействий и всех физических 
явлений, потому что обусловлены свойствами пространства и вре- 
мени. Рассмотрим законы сохранения с качественной стороны, ис- 
пользуя модели взаимодействия. 

Начнем с квантово-релятивистской системы. До взаимодействия 
микрочастицы свободны и каждая обладает энергией, импульсом, 
моментом. Соответствующие величины для всей системы опреде- 
ляются формулами 

Е = ІЕі, р = ІРі, 1 = іи (4.В) 

; і < 

В результате взаимодействия энергия, импульсы, моменты отдельных 
частиц изменились, и после взаимодействия эти параметры системы 
приобрели значения: 

Е' = іеі, р’ = ІРІ, и = ш. 

к к к 

Ответить на вопрос, изменяются ли энергия, импульс, момент 
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системы в результате взаимодействия или остаются неизменными, 
можно на основании опыта. В настоящее время вся огромная сово- 
купность экспериментальных и наблюдательных данных говорит об их 
строгом сохранении для изолированной системы элементарных 
частиц. 

Законы сохранения выражаются формулами 

= Ш, Ір ( = Ур' к , іи = уц. (5. В) 

< я і к і к 

Весьма существенно, что при взаимодействии частицы, как таковые, 
не обязательно сохраняются: могут исчезать одни и возникать другие, 
но без нарушения равенств (5. В). 

Для механической и полевой моделей, т. е. для тел и непрерывного 
поля, сохранение энергии, импульса, момента импульса оказывается 
следствием сохранения их в квантово-релятивистской системе. В са- 
мом деле, любая система материальных объектов в конечном счете 
состоит из элементарных частиц, а ее энергия, импульс, момент 
импульса определяются формулами (4. В). Если система изолиро- 
вана, то названные величины сохраняются. 

Остановимся еще на законе сохранения массы для механической 
системы. В квантово-релятивистской системе сохраняется полная 
энергия системы, но масса отдельных частиц и масса системы не 
сохраняются, так как могут исчезать одни и образовываться другие 
частицы, в том числе безмассовые. Запишем формулу закона сохране- 
ния энергии с учетом (1.В) и (2. В): 

? С Ѵ Р' ? + т к 2 + 1,ср к = Ус д/ Р-, 4- пг 2 с 2 + Хоѵ- (6. В) 

' к Г к' 

Так как в классической модели материя представлена только мате- 
риальными точками, взаимодействующими на расстоянии, то энерги- 
ей поля, передающего взаимодействие, по сравнению с энергией покоя 
материальных точек следует пренебречь, а в формуле (6. В) опустить 
вторые суммы. Пренебрегая также кинетической энергией по сравне- 
нию с энергией покоя, получаем: 

Ътс 2 = 1т г с 2 , (7. В) 

1 і' 

ИЛИ 

1 т і = ут г (8. В) 

і V 

— масса изолированной механической системы материальных точек 
сохраняется. В этом же приближении справедливо положение об ад- 
дитивности массы. Масса тела равна сумме масс частей, на которые 
его разделили; при соединении двух или более тел в одно, масса 
образовавшегося тела равна сумме масс соединенных тел. (Но это 
заключение несправедливо для микрочастиц.) 


/ 
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§ 4. Фундаментальные физические теории 

Классическая механика. В фундаментальных физических теориях, 
изучаемых в этом курсе, применяются рассмотренные выше модели 
взаимодействующих систем или их разновидности. Каждая из рас- 
сматриваемых ниже теорий охватывает широкий круг физических 
явлений и объектов, определяемый как пространственными рамками, 
так и структурным уровнем деления материи и видом взаимодействия. 

В макромире для макротел не проявляются короткодействующие 
сильные и слабые взаимодействия, а имеют место лишь гравитацион- 
ные и электромагнитные. Благодаря наличию электрических зарядов 
двух знаков тела электронейтральны. Поэтому решающее значение 
в макромире имеет гравитационное взаимодействие. Оно определяет 
движение небесных тел, их форму, макроскопическое строение. Сила 
тяготения вызывает и движение тел на Земле. Все эти случаи движе- 
ния изучаются в классической механике. 

В космическом пространстве и в земных условиях наряду с грави- 
тационными существуют макроскопические электромагнитные поля. 
В механике рассматривается движение под действием статических 
гравитационных и электромагнитных сил. Например, механика при- 
меняется, когда на тело действует сила, которая определяется за- 
коном всемирного тяготения, законом Кулона, законом Ампера. В ме- 
ханическую модель укладываются и типичные для механики упругие 
силы, силы трения, сопротивления среды движению. Все они имеют 
электромагнитное происхождение: при контакте двух тел заряды 
одного оказываются вблизи от зарядов другого, что приводит к появ- 
лению названных выше сил. 

Итак, гравитационные и электромагнитные силы определяют всю 
огромную совокупность механических движений макроскопических 
тел. Они вызывают непрерывное изменение импульсов тел, их уско- 
ренное движение. Для решения вопроса о движении тела в каждом 
конкретном случае необходимо знать силу. Если сила известна, то 
рассчитывается движение материальной точки, т. е. находятся ее 
положение в пространстве, скорость и ускорение в каждый момент 
времени. Если же задано движение, определяется сила. Эти задачи 
решаются с помощью законов Ньютона, составляющих ядро меха- 
ники. 

Классическая электродинамика. Область применимости этой тео- 
рии — макромир. В ней изучается макроскопический переносчик 
электромагнитного взаимодействия — электромагнитное поле. Оно и 
создается электрическими зарядами и действует на заряды. Ис- 
пользуется полевая модель материи и взаимодействия. Ядро теории 
составляют уравнения Максвелла, позволяющие по заданному рас- 
пределению и движению электрических зарядов находить электро- 
магнитное поле и, наоборот, по заданному полю — распределение и 
движение создавших его зарядов. 

Исторически непосредственно к электродинамике примыкает спе- 
циальная теория относительности (СТО), в которой окончательно 
утверждается истолкование электромагнитного поля как отличного 
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от вещества вида материи. Но сама по себе СТО есть теория про- 
странства и времени инерциальных систем, поэтому она лежит в 
фундаменте всей физики. (В нашем курсе излагается после класси- 
ческой механики.) 

Квантовая механика. Движение микрочастиц в области простран- 
ства от 10 до 10 м (и менее) относится к квантовой механике 
Она изучает строение атомов, процессы излучения и поглощения све- 
та атомами. 

В указанной области электромагнитные взаимодействия играют 
решающую роль, потому что гравитационные по сравнению с ними 
исчезающе малы, а сильные и слабые еще не «включились» из-за 
большого для^них расстояния. Особенно важно, что электромагнит- 
ные взаимодействия приводят к соединению микрочастиц в системы 
находящиеся в устойчивых (стационарных) состояниях. Так соеди- 
няются ядра и электроны в атомы, в молекулы, в кристаллы Но 
эти же взаимодействия ионизируют атомы, приводят к распаду ядер 
и т. д. Процессы перестройки в системах заряженных частиц ведут к 
поглощению и излучению квантов электромагнитного поля, т. е. излу- 
чению и поглощению света. Круг физических явлений, вызываемых 
электромагнитными взаимодействиями в указанном диапазоне, чрез- 
вычайно широк: к ним относятся все химические реакции и биологи- 
ческие процессы. 

Ядро квантовой механики составляет уравнение Шредингера, 
позволяющее по заданному взаимодействию находить состояние и 
физические характеристики системы, решать вопрос об изменениях 
состояния во времени. 

К квантовой механике примыкает квантовая электродинамика. Ее 
предмет электромагнитное взаимодействие электронов (и позитро- 
нов) с фотонами и между собой. В квантовой электродинамике 
используется квантово-релятивистская модель взаимодействующей 
системы. 


Названные выше теории, кроме квантовой электродинамики, изу- 
чаются в курсе теоретической физики пединститута. В них фигури- 
руют гравитационные и электромагнитные взаимодействия. Сильные 
и слабые взаимодействия проявляются в пространственном интервале 
от 10 до 10 18 м, и вместе с электромагнитными взаимодействиями 


они ответственны за строение и свойства атомных ядер, элементарных 
частиц; обеспечивают процессы взаимных превращений на послед- 
нем, доступном сейчас для изучения структурном уровне элемен- 
тарных частиц. Последовательной и всеобъемлющей теории этих 
взаимодействий и элементарных частиц пока еще нет, хотя многие 
экспериментальные факты уже обобщены. Здесь наиболее фундамен- 
тален теоретический подход, базирующийся на квантово-релятивист- 
ской модели взаимодействия и законах квантовой механики. 

Следует отметить, что расстояния 10~ 18 ...10“ 19 м — последний 
достигнутый сейчас пространственный порог. При дальнейшем умень- 
шении расстояний выявляются новые физические законы микромира. 
Уже сейчас открыты субэлементарные частицы — кварки, из которых 
состоят все тяжелые элементарные частицы. Ожидают также объеди- 


22 


нения всех фундаментальных взаимодействий в единое взаимодейст- 
вие. Первый шаг на этом пути сделан: электромагнитное и слабое 
взаимодействия объединены в одно электрослабое, причем теорети- 
ческие выводы на этот счет подтверждены опытами, проводившимися 
на пределе самых малых достигнутых расстояний и самых высоких 
энергий частиц. 

Статистическая физика. Многие физические объекты представ- 
ляют собой системы тел или частиц. Таковы, например, Солнечная 
система, атом вещества, газ, состоящий из множества молекул, и т. д. 
Если система состоит из небольшого числа материальных точек, то 
она изучается в классической механике; из микрочастиц — в кван- 
товой механике. Если же число частиц в системе очень велико, как, 
например, в макроскопических телах, то применить к ним механику 
невозможно. Такие системы изучаются в статистической физике. 

Так как вещество состоит из огромного числа частиц — атомов 
и молекул, а тепловые явления объясняются их хаотическим движе- 
нием, то статистическая физика изучает тепловые движения. Но, 
вообще говоря, область статистической физики значительно шире, 
она распространяется на системы из большого числа произвольных 
объектов. Статистика — это общефизическая теория, ее метод при- 
меним к исследованию газов, жидкостей, твердых тел, атомного ядра, 
явления распространения света и взаимодействия его с веществом, 
строения и эволюции звезд и т. д. Это означает, что статистический 
метод применяется не только к механической системе, но и к квантово- 
механической й квантово-релятивистской. 

Основа статистики — микроканоническое распределение, или 
каноническое распределение Гиббса. Ее фундаментальная и принци- 
пиально новая по сравнению с классической механикой идея состоит 
в признании случайного, вероятного значения основных параметров 
микрочастиц в системе. Для всей их совокупности выполняется не- 
которое распределение, т. е. закон, обусловленный большим числом 
компонентов системы. Такие законы и называются статистическими. 

Статистике исторически предшествовала термодинамика — уче- 
ние о тепловых процессах, базирующееся на феноменологических 
принципах — началах термодинамики. Статистическая физика дала 
обоснование законам термодинамики, раскрывая внутренний меха- 
низм тепловых процессов. В настоящее время в науке применяются 
как статистические, так и термодинамические методы исследования 
физических явлений. 

Динамические и статистические причинно-следственные связи 
в физике. После знакомства с физическими теориями остановимся на 
положении, проявляющем себя во всех физических теориях — на 
причинно-следственной связи между явлениями. Явление А назы- 
вается причиной, а явление В — следствием, если в результате на- 
личия (или наступления) А возникает (наступает) явление В, при- 
чем А оказывается необходимым и достаточным условием В. Описы- 
вая и изучая взаимосвязь и взаимообусловленность физических 
явлений, все физические теории устанавливают между физическими 
явлениями, событиями, состояниями причинно-следственные связи. 
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Общая причина движений, состояний, свойств физических объек- 
тов — взаимодействия между объектами и взаимодействия внутри 
объектов. Однако в каждом частном случае имеется своя конкретная 
причинно-следственная связь. Например, движение тела в механике 
полностью определяется силой, действующей на тело, положением 
и скоростью тела в некоторый начальный момент времени По этим 
данным однозначно определяется положение и скорость его в любой 
другой момент времени. Иными словами, взаимодействия положе- 
НИН „ скорости материальных точек механической системы в некого- 
рыи момент времени есть причины, однозначно определяющие даль- 

связе^сЬизичегкир - следствие - По характеру причинно-следственных 
связей физические теории неоднородны. Так, классическая механика 

и электродинамика относятся к динамическим теориям, в которых эта 
связь однозначна: причина А порождает одно следствие В. Но ста 

іпГиГп 3 ” физика относится к другому виду теорий с неоднозначной 
причинно-следственнои связью: для отдельной частицы (в системе с 

следствий 7й ЧИ Д СЛ д М) ПРИЧ Г 3 А п °Р° ждает не одно, а несколько 
следствии (В,, в 2 , В 3 и т. д.) с различной вероятностью наступления 

Однозначной закономерность становится только для большого числа 
частиц, т е. закономерность имеет вероятностно-статистический 
характер. Например, если вероятность следствия В\ равна 0 1 то 
однозначно предсказания для одной частицы сделать нельзя а для 
миллиона частиц событие наступит с очень небольшими отклоне- 
ниями для ста тысяч, т. е. почти однозначно. 

Квантовая механика также принадлежит к теориям с вероятност- 
но-статистическои закономерностью: в ней положение и скорость от- 
дельной частицы носят вероятностный характер в отличие от положе- 
ния и скорости материальной точки в классической механике. 

Иерархия расстояний — взаимодействий — теорий. Рамки совре- 
менной физической картины мира. Во вводной главе курса вы позна- 
комились С особенностями теоретического исследования природы в 
физике. Опираясь на самые основные понятия физики, составили не- 
которое представление о физической картине мира. Физические явле- 
ния, свойства физических объектов, формы движения материи оказа- 
лись обусловленными пространственными интервалами и соответст- 
вующими им фундаментальными взаимодействиями. Наблюдается 
своеобразная иерархия взаимодействий и физических теорий сопод- 
чинение их в рамках изучаемых пространственных областей. Из таб- 
лицы 1 видно, что тип взаимодействия, характер движения и описы- 
вающая его теория определяются размерами физических объектов и 
расстояниями между ними. Важно также, что качественно своеобраз- 
ные формы движения материи, соответствующие различным струк- 
турным уровням ее деления, отличаются количественно — характер- 
ными энергиями. Это либо энергий движения, либо энергии связи 
(т- е. энергии, необходимые для деления системы на составляющие 
части). Характерные энергии можно сравнить с энергией покоя дан- 
ного тела или частицы или между собой. Так, область классической 
механики определяется сильным неравенством Е < тс 2 , релятивист- 
ская область сравниваемыми с энергией покоя значениями энергии 
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Т аб лица 2 


Объекты изучения физических теорий 


Область 

пространства, 

м 

Взаимодействие 

Типичные явления 

Раздел физики 

00 

О 

<7 

О 

Г равитационное, 

Движение планет, 

Классическая ме- 


электромагнитное 

тел на Земле, свето- 

ханика, электроди- 



вые явления 

намика 

о 

г 

о 

1 

00 

Г равитационное, 

Тепловые явления 

Статистическая 


электромагнитное 

в недрах звезд, пла- 

термодинамика 



нет, тел 


іо - 10 — іо -15 

Электромагнит- 

Движение элек- 

Квантовая меха- 

О 

1 

г 

о 

00 

ное 

Электромагнит- 

тронов в атоме 
Взаимодействие 

ника 

Квантовая элек- 


ное 

электронов и фото- 

тро динамика 



НОВ 


іо - 13 — іо -15 

Электромагнит- 

Устойчивость и 

Теория ядра 

О 

1 

г 

о 

ос 

ное, сильное, слабое 
Электромагнит- 

распады ядер 

Взаимные превра-’ 

Теория элемен- 


ное, сильное, слабое 

щения элементар- 

тарных частиц, тео- 



ных частиц 

рия сильных и сла- 
бых взаимодействий 


тел и частиц, а предельно релятивистская — энергиями частиц, зна- 
чительно превышающими энергию их покоя. Порядок удельной, т. е. 
приходящейся на одну частицу, энергии (для микромира) виден из 
таблицы 3. Отсюда, в частности, следует, что проникновение в глубь 
строения материи требует все больших энергий. Соответственно 

Таблица 3 


Порядок величин характерных удельных энергий связи и 
энергий покоя 


№ 

п/п 

Вид энергии 

Величина энергии 

і 

Энергия нуклона при движении макроско- 
пического тела со скоростью 1 км/с (дается 
для сравнения) 

КГ 21 Дж = 0,01 эВ 

2 

Энергия связи молекул (атомов) в твердом 



теле 

0,1. „1 эВ 

3 

Энергия связи атомов в молекуле 

1...10 эВ 

4 

Энергия связи электронов в атоме 

От нескольких эВ до 
нескольких кэВ 

5 

Энергия связи нуклонов в ядре 

1...10 МэВ 

6 

Энергия покоя электрона 

0,5 МэВ 

7 

Энергия покоя протона 

1 ГэВ 
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использование процессов, происходящих на субэлементарном уровне 
строения материи, обещает огромные энергетические выходы. 

В заключение заметим, что фундаментальные теории имеют от- 
носительный характер и ограниченные рамки применимости. Они 
части общего знания и этапы в процессе познания человеком неис- 
черпаемой природы. По мере развития наука обогащается новыми 
теориями, описывающими явления в еще не изученных пространст- 
венных областях. Сложившиеся же фундаментальные теории являют- 
ся относительно устойчивыми и завершенными, их основные поло- 
жения незыблемы и вполне надежны. Далее будут обобщаться исход- 
ные принципы фундаментальных теорий, выявляться единство связи 
фундаментальных законов. 

Концепция взаимодействий, использованная выше для объедине- 
ния теорий в единую систему, также неабсолютна, она ограничена 
указанными пространственными рамками, за пределами которых воз- 
никают принципиальные трудности и противоречия, свидетельству- 
ющие о незавершенности физического знания. И все же нет никаких 
сомнений в том, что современная физическая картина мира, вы- 
кристаллизовавшаяся в процессе развития физической теории как 
грандиозное обобщение, является крупным шагом вперед на пути по- 
знания природы. 

Далее в курсе мы переходим к подробному количественному опи- 
санию частей этой картины в рамках отдельных фундаментальных 
физических теорий. 



ЧАСТЬ I. КЛАССИЧЕСКАЯ МЕХАНИКА 


Введение 

Классическая механика — наука 6 законах движения и равно- 
весия макроскопических материальных тел. При этом под механи- 
ческим движением понимается простейшая форма движения — 
изменение положения тел относительно друг друга. 

Механическое движение широко распространено в окружающем 
мире и имеет для человека первостепенное, жизненно важное зна- 
чение наряду с другими формами движения. Оно тесно связано 
с тепловым движением (движением входящих в состав тел атомов 
и молекул), с электромагнитным и гравитационным полями. В част- 
ности, поля могут служить причиной, определяющей особенности 
механического движения, а механическое движение заряженных час- 
тиц — -...порождать поля. 

О механическом движении говорят как о наиболее простом из 
всех видов движения материи. Однако простота механического дви- 
жения означает лишь простоту описывающей его модели, отражаю- 
щей интересующие нас стороны движения с достаточной для прак- 
тических нужд полнотой. Механическое движение теряет свою про- 
стоту, если рассматривать механические объекты и явления со всеми 
деталями. Так, например, движение любого тела определяется взаи- 
модействием и движением всех составляющих его ядер и электронов, 
атомов и молекул, однако строение тел и взаимодействие состав- 
ляющих их частиц в механике не учитывают, заменяя тела простыми 
моделями. 

Основная исходная модель всех материальных объектов в меха- 
нике — материальная точка. Она заменяет материальный объект 
(тело или его часть) с пренебрежимо малыми по условиям задачи 
размерами, но конечной массой. Тела и их части моделируются 
геометрической точкой, которая наделяется массой, проявляющейся 
при взаимодействиях. Существенное свойство материальной точки 
состоит в том, что мы можем определить ее положение в пространстве 
и скорость (импульс) в каждый момент времени. При этом мате- 
риальная точка движется по гладкой кривой линии — траектории 
движения. 

Для изучения материальными точками заменяются как макро- 
скопические тела целиком (например, Земля при изучении ее движе- 
ния в Солнечной системе), так и отдельные части твердых, жидких, 
газообразных тел. Важно отметить, что, говоря о материальной точке 
как об объекте бесконечно малых размеров, имеют в виду физически 
бесконечно малый объект, т. е. объект конечных, притом, может быть, 
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очень больших размеров по отношению к человеческому телу, 
но достаточно малый по сравнению с другими размерами в 
задаче. 

Более того, если обратиться . к элементарным частицам — ма- 
териальным объектам очень малых размеров (например, электроны 
имеют радиус меньше ІО -18 м, а возможно, что их радиус равен 0), 
то некоторые характеристики движения материальной точки — 
определенные значения координат и скоростей, определенная траек- 
тория движения — для них могут быть утрачены. В классической 
механике микрообъекты в таком случае не рассматриваются и ма- 
териальными точками в классическом смысле не моделируются. 

Заменяя несколько тел или части одного тела материальными 
точками, приходят к системе материальных точек. Других самостоя- 
тельных моделей материальных объектов классическая механика не 
имеет. К системе сводятся твердые тела с неизменными расстояниями 
между точками, сплошные вещественные среды. Движение тел и 
систем тел сводится к движению составляющих их материальных 
точек. 

В механике используется определенная модель гіространства и 
времени, а также система отсчета. Тела, относительно которых рас- 
сматривается движение, заменяются системой отсчета, назначение 
которой состоит в том, чтобы иметь возможность различить положе- 
ния движущейся материальной точки в пространстве в любой момент 
времени. С помощью жестких масштабов (для измерения длин и 
углов) и часов (для измерения времени) можно в каждый момент 
времени I определить в некоторой системе отсчета положение мате- 
риальной точки г , т. е. кинематически описать ее движение, что выра- 
жается кинематическим уравнением: г = г((). 

Следующий шаг описания механического движения — рассмот- 
рение взаимодействия между материальными точками. Механика 
исходит из идеи дальнодействия: одна материальная точка действует 
в пространстве на другую, находящуюся от нее на расстоянии, 
и изменяет ее скорость без какого-либо посредника, заполняющего 
пространство между точками. Действие в пространстве передается 
мгновенно. Это действие характеризуется силой; сила вызывает 
ускорение. 

Если сила задана, то ее источник во многих случаях может не 
рассматриваться (когда его движение нас не интересует). Так в ме- 
ханике возникает понятие силового поля — пространства, в каждой 

точке которого на материальную точку действует сила: ~р = ~р(г). 

Основная задача механики и заключается в динамическом опи- 
сании движения материальной точки, устанавливающем связь между 
силовым полем, в котором движется материальная точка, и кине- 
матическим уравнением ее движения. Эта связь отражена в диффе- 
ренциальном уравнении: пи = р. 

Почти все содержание классической механики, как будет видно 
из настоящего курса, связано с решением этого уравнения. 
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В механике можно выделить кинематику, где рассматриваются 
различные виды кинематического уравнения в различных системах 
координат, динамику, где решается динамическое уравнение для 
одной материальной точки, системы точек, твердого тела, статику, 
где разбираются случаи равновесия систем, т. е. движения (покоя) 
при отсутствии ускорений. 

Так как все формы движения материи связаны с механическим 
движением, то механика оказывается в какой-то мере основой всей 
физики, лежит в ее фундаменте. Не случайно и исторически эта 
теория сложилась первой среди других физических теорий. Зародив- 
шись в древности, механика получила свое название в трудах Аристо- 
теля (384 — 322 гг. до н. э.). Архимед (287 — 212 гг. до н. э.) дал 
теорию рычага. Галилей (1564 — 1642) считается основоположником 
динамики, ибо он установил ряд свойств равноускоренного движения, 
пришел к выводу о движении тел по инерции, о силе как -причине 
ускорения. С его же именем связывают обращение к эксперименту 
в механике как методу установления объективно существующей 
в природе закономерности. Предшествовавший Галилею античный 
период характерен в науке дедуктивными рассуждениями, опираю- 
щимися не на опыт и не всегда на верные предпосылки. 

Но основы современной механики заложил И. Ньютон 
(1643 — 1727), дав в вышедшей в 1687 г. книге «Математические 
начала натуральной философии» полную и строгую систему законов 
механики. Ньютон определяет механику как «учение о движениях, 
производимых какими бы то ни было силами, и о силах, требуемых 
для производства каких бы то ни было движений». Смысл этого опре- 
деления не утрачен до сих пор и отражается в прямой и обратной 
задачах механики. Создав принципы механики, Ньютон разрешил 
и большое число ее конкретных задач, в частности задачу о движении 
планет в поле силы тяжести Солнца. 

Далее существенный этап развития расчетных математических 
методов в механике связан с именем Даламбера (1717 — 1783), 
предложившего простой и общий метод составления уравнения дви- 
жения системы. Широкое обобщение аналитические методы получили 
в трудах Лагранжа (1736 — 1783), выдвинувшего принцип виртуаль- 
ных перемещений. Расширение принципа виртуальных перемещений 
мы находим в трудах русского математика М. В. Остроградского 
(1801 — 1861). Вклад в динамику твердого тела внес С. А. Чаплыгин 
(1869 — 1947), а в аэродинамику — Н. Е. Жуковский (1847 — 1921), 
который был также выдающимся педагогом, ратовавшим за ясное 
и четкое выделение физической сущности механических задач и их 
решение. 

Основные результаты, составляющие теоретическую основу кос- 
монавтики в механике точки с переменной массой, получены И. В. Ме- 
щерским (1859 — 1935) и К. Э. Циолковским (1857 — 1935). 

Классическая механика в настоящее время является вполне 
сложившейся фундаментальной теорией с четкой системой исходных 
положений, мощным и универсальным математическим аппаратом, 
с огромным богатством решений конкретных задач. Она развивается 
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и в наши дни. В частности, с помощью электронно-счетной техники 
успешно решаются разнообразные задачи, связанные с движением 
космических кораблей, задачи на расчет прочности конструкций и т. д. 

Выше уже говорилось о роли механики как фундамента физики. 
Существенна ее связь с прикладными и техническими знаниями. Она 
является одной из научных основ многих областей современной тех- 
ники. Можно назвать целый ряд дисциплин, базирующихся на меха- 
нике. гидравлика, сопротивление материалов, кинематика и динамика 
машин и механизмов, строительная механика, баллистика, теория 
движения транспортных средств и т. д. 

Наш курс посвящен фундаментальной части механики — дина- 
мике, ее основным положениям и законам. Для учителя физики 
средней школы особенно важна ее познавательная, эвристическая 
сторона, благодаря которой возможно проникновение с помощью 
механических законов и методов в сущность явлений, окружающих 
человека в природе и технике. Важно также значение ряда понятий 
и законов механики для других разделов физики. Эти обстоятельства 
в значительной мере определяют содержание и характер изложения 
материала в курсе. 

Механика уже изучалась в курсе общей физики. В курсе теоре- 
тической физики изучение механики продолжается, т. е. решаются 
дополнительные задачи с использованием более последовательных 
математических методов, углубляется содержание понятий и законов, 
рассматриваются наряду с законами Ньютона другие общие урав- 
нения и методы механики — уравнения Даламбера, Лагранжа, Га- 
мильтона. 

Классическая механика, как и другие фундаментальные физи- 
ческие теории, имеет хотя и широкую, но ограниченную определен- 
ными рамками область применимости. Уже говорилось, что это 
теория движения макроскопических тел: для отдельных микрочастиц 
ее законы часто утрачивают силу. Кроме этого, классическая ме- 
ханика — теория движения тел с небольшими скоростями по сравне- 
нию со скоростью света. В области микрочастиц классическая меха- 
ника уступает место квантовой, а в области высоких скоростей — 
релятивистской теории. 


ГЛАВА I. КИНЕМАТИКА ТОЧКИ И ТВЕРДОГО ТЕЛА 

Кинематика является вводным разделом механики, в котором 
математическими средствами описывается движение материальной 
точки или тела в пространстве. Основная задача кинематики состоит 
в том, чтобы задать или определить положение движущейся точки 
относительно некоторой системы отсчета в каждый момент времени. 
Вржно отметить, что в кинематике выясняется лишь характер дви- 
жения тел. их траектории, скорости, ускорения, зависимость коорди- 
нат точки или тела от времени, а причины движения — действующие 
на тела силы и их связи с кинематическими параметрами — не 
обсуждаются. 


30 


§ 1. Описание движения материальной точки 

1.1. Система отсчета. Пространство и время в классической ме- 
ханике. Под движением материальной точки в пространстве пони- 
мают изменение ее положения относительно некоторых тел с течением 
времени. В связи с этим можно говорить только о движении в некото- 
рой системе отсчета. Система отсчета — это совокупность тела или 
неподвижных относительно друг друга тел отсчета и набора измери- 
тельных инструментов, позволяющих определять расстояния по пря- 
мой линии, углы, моменты и промежутки времени. Кратко об этом 
наборе говорят как о пространственных масштабах и часах. 

Сами по себе точки пустого пространства неразличимы между 
собой, поэтому говорить о той или иной точке пространства можно, 
если в ней находится материальная точка. Ее положение и опреде- 
ляется относительно тела отсчета с помощью измерений, для чего 
с телом (телами) отсчета жестко связывается некоторая система 
координат; в ней и измеряются пространственные координаты. 
Например, на поверхности Земли это географическая широта и 
долгота точки, в аудитории — три расстояния от точки до пола и 
двух стен, образующих прямой двугранный угол, и т. д. 

В теоретических рассуждениях часто наиболее удобна декартова 
прямоугольная система координат, в которой положение точки опре- 
деляется радиус-вектором г с тремя проекциями х, у, г — координа- 
тами точки. Но возможно использование и других систем координат, 
например сферической, где положение точки или ее радиус-вектор 
определены координатами г, §, <р; цилиндрической: р, г, а; на плос- 
кости — полярной: г, ф. В теоретических рассуждениях часто не 
принимают во внимание реальную систему отсчета, сохраняя только 
систему координат, которая и служит математической моделью 
системы отсчета, применяемой при измерениях на практике. 

Определение всех возможных положений материальной точки 
в пространстве в любой системе отсчета приводит к множеству троек 
действительных чисел, обозначающих множество геометрических 
точек. Это множество составляет геометрическое пространство. Оно 
трехмерно (точки имеют три координаты), непрерывно (между двумя 
как угодно близкими точками найдется бесконечно много других то- 
чек, т. е. возможны самые малые расстояния между точками про- 
странства), обладает топологическим свойством односвязности. 

В системах отсчета, называемых инерциальными, пространство 
однородно — все точки равноправны — и изотропно — равноправны 
все направления — евклидово (справедлива геометрия Евклида). 

Все перечисленные свойства пространства не являются априорными, а вытекают 
из опыта и практики и ими подтверждаются. Все они используются в физике. Так, 
в ней применяются геометрические теоремы, формулы геометрии, тригонометрии. 
Непрерывность пространства позволяет рассматривать бесконечно малые расстояния, 
площади, объемы, соответственно применяя средства дифференциального и интеграль- 
ного исчисления и т. д. 

При построении теории исходные обобщения данных эксперимента и практики 
выражаются в аксиомах или постулатах. В соответствии с этим перечисленные свой- 
ства геометрического пространства в классической механике постулируются. Надо 
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подчеркнуть, что данные свойства оказываются универсальными для всех изучаемых 
в нашем курсе теорий, т. е. геометрическая модель пространства остается справедливой 
и применяется в электродинамике, квантовой механике, статистике, электронной 
теории' и физике ядра. 

Для изучения движения материальной точки необходимо опреде- 
лять моменты времени, в которые материальная точка имеет те или 
иные пространственные координаты. Но для этого нужно располагать 
часами в каждой точке пространства (например, множеством часов 
на определенных расстояниях друг от друга при движении поезда, 
т. е. на каждой железнодорожной станции). По часам фиксируется 
момент времени і, в который материальная точка имеет координаты 
х, у, г. Попадание материальной точки в точку пространства с коор- 
динатами х, у, г в момент времени і называется элементарным меха- 
ническим событием. 

Подчеркнем, что элементарное механическое событие, имеющее 
место в некоторой системе отсчета, обязательно наблюдается и во 
всех других возможных системах отсчета. В этом смысле говорят 
об его инвариантности по отношению к системам отсчета. Что же 
касается координат события и момента времени, то эти четыре числа 
могут быть различными в различных системах отсчета и системах 
координат. 

Непрерывная совокупность последовательных событий и состав- 
ляет механическое движение. Но чтобы такая совокупность имела 
смысл, необходима синхронизация всех часов в данной системе от- 
счета. На практике синхронизация производится с помощью сигналов 
точного времени. В принципе синхронизация сводится к установке 
всех часов системы на нуль по сигналу, испускаемому из начала 
в нулевой момент времени по часам, установленным в начале коор- 
динат. 

В классической механике предполагается, что синхронизирующий 
сигнал распространяется с бесконечной скоростью. Но в природе 
самый быстрый сигнал имеет скорость с — 3 • ІО 8 м/с (скорость 
света). В связи с этим оказывается, что классическая механика 
применима в той области движения, где запаздыванием синхронизи- 
рующего сигнала по сравнению с рассматриваемыми временами дви- 
жения тел можно пренебречь, т. е. по сравнению с изучаемыми в ме- 
ханике скоростями тел можно принять с = о о , а последнее возможно, 
если ѵ << с. 

С помощью синхронизации устанавливается единое время в систе- 
ме отсчета. Множество моментов времени считается непрерывным, 
одномерным, однородным. Этот вывод сделан на основе всей практи- 
ческой деятельности людей. Непрерывность времени состоит в су- 
ществовании как угодно малых его промежутков. Однородность вре- 
мени означает равноправие всех его моментов, что позволяет произ- 
вольно выбирать начало отсчета времени в любой системе. 

Одномерность времени состоит в том, что его точки — моменты 
определяются одним, числом, т. е. множеству точек времени можно 
сопоставить числовую ось, тогда как физическому пространству — 
трехмерное геометрическое пространство. Опыт показывает, что вре- 

32 


мя с 
в и: 
нап] 
нач; 
чив; 
( 

лам 

скор 

] 

ных 

СИНХ| 

казаі 

движ 

] 

мож 

МОМ 

] 

Еслі 

реде 

опис 

двю 

і 

ноет 

слов 

і 

если 

дост 

непр 

Г 

ция% 

■т. е. 
из и 

Здес 

НЫМ1 

р 

жені 
могу 
с де г 
гочк 


коне 
- Кур 


мя однонаправленно, т. е. возвратиться к прошлому моменту времени 
в известных нам системах отсчета физически невозможно. Одно- 
направленность времени означает также, что при любом выборе 
начала отсчета часы в любой системе отсчета дают монотонно увели- 
чивающиеся показания. 

Свойства времени и возможность синхронизации часов сигна- 
лами, мгновенно покрывающими расстояния (с бесконечно большой 
скоростью), в классической механике постулируются. 

Перечисленные свойства времени также универсальны для всех фундаменталь- 
ных физических теорий, как и свойства пространства. Бесконечная же скорость 
синхронизирующего сигнала есть очевидное приближение. От него приходится от- 
казаться при изучении тех разделов физики, где имеют дело с высокими скоростями 
движения физических объектов: в электродинамике, СТО, ядерной физике и т. д. 

Итак, в любой системе отсчета и системе координат имеется воз- 
можность определить координаты материальной точки в любой 
момент времени. 

1.2. Кинематические уравнения движения материальной точки. 

Если положение материальной точки в каждый момент времени оп- 
ределено в данной системе отсчета, то движение ее задано или 
описано. Это задание достигается в виде кинематического уравнения 
движения: 

г = г((). (1.1) 

Аналитически положение точки всегда определяется совокуп- 
ностью трех независимых между собой чисел. Этот факт выражают 
словами: свободная точка имеет три степени свободы движения' . 

Движение точки согласно уравнению (1.1) полностью определено, 
если указано ее положение в любой момент времени I. Для этой цели 
достаточно задать декартовы координаты точки как однозначные и 

( непрерывные функции времени: 

- х = х{1), у = у((), г = г{(). (1.2) 

Прямоугольные декартовы координаты х, у, г являются проек- 

- циями радиус-вектора г, проведенного в точку из начала координат, 

' т. е. г = хі + у] + гк. Длина и направление вектора г находятся 
из известных соотношений: г 1 2 = х 2 + у 2 + г 2 , 

К 

х и х 

С05 а = — , соз 6 = -2- , соз ѵ = — . 

г г г 1 г 

> Здесь а, р, у — углы, образованные радиус-вектором с координат- 

- ными осями. 

Равенства (1.2) являются кинематическими уравнениями дви- 

- жения материальной точки в декартовых координатах. Но уравнения 

- могут быть записаны в любой другой системе координат, связанной 
с декартовой взаимно однозначным преобразованием. При движении 

>■ точки в плоскости Оху часто бывает удобно пользоваться полярными 

э 

1 Свободная точка та, движение которой не ограничено в пространстве телами 

конечных размеров — поверхностями, линиями и т. д. 


2 Курс теоретической физики 
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координатами г и <р, связанными с декартовыми преобразованием: 
лг = гсозф, у = г 5Іп ф. В этом случае кинематические уравнения 
движения точки имеют следующий общий вид: 

г = г(7), ф = ф(/). (1.3) 

В криволинейных координатах Ц\, ц 2 , <7з, связанных с декартовыми 
преобразованием: 

х = У = УІЯ і^2<7з), 2 = 2(?і (1.4) 

кинематические уравнения движения точки запишутся так: 

у\ = <7і (7), ц 2 = <72(0, <7з = <7з(0- (1-5) 

(Это могут быть сферические, цилиндрические и другие коорди- 
наты.) 

Годограф радиус-вектора точки, т. е. кривая, описываемая концом 

вектора г при движении точки, совпадает с траекторией движения 
этой точки. Уравнение траектории в параметрической форме, когда 
параметром служит время 7, дано кинематическими уравнениями 
движения (1.2), (1.5). Для получения уравнения траектории в коор- 
динатной форме достаточно исключить из кинематических уравнений 
время. 

Движение точки может быть определено по-другому: заданием 
траектории и мгновенным положением точки на ней. Положение 
точки на кривой определяется указанием только одной величины — 
расстояния, измеряемого вдоль кривой от некоторой начальной 
точки. При этом должно быть указано положительное направление 
кривой. Тогда мгновенное положение точки на заданной кривой 
определяется функцией 

5 = 5(7). (1.6) 

Это уравнение является уравнением движения точки по траектории. 
Такой способ задания движения называется естественным или траек- 
торным. 

Координатный и естественный способы задания движения точки 
физически (в смысле фиксации ее положения в пространстве) 
эквивалентны. Что же касается математической стороны дела, то 
в одних задачах оказывается проще применение координатного, 
а в другом — естественного метода. 

Закон движения точки по траектории может быть задан аналити- 
чески (1.6), графически или в виде таблицы.. Оба последних способа 
широко применяются на транспорте (например, графики и расписа- 
ния движения поездов). 

Пример 1.1. Переход от координатного к естественному методу описания дви- 
жения. 

Пусть движение материальной точки задано уравнениями 
х = У сов ш(, у — У віп со I. 

Исключая время, имеем: х 2 + у 2 = У 2 

— материальная точка движется по окружности радиуса г с центром в начале коор- 
динат декартовой системы Оху. 
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Из рисунка 1.1. видно, что радиус-вектор точки поворачивается из начального 
положения по оси Ох против часовой стрелки, так что угол поворота в момент времени I 
составляет со/. Если точку О' выбрать за начало отсчета дуг, определяющих положение 
материальной точки на траектории, то кинематический закон движения в естественной 
форме имеет вид: х = шРІ. 


Пример 1.2. Переход от декартовой системы к полярной. 

Для кинематических уравнений предыдущей задачи имеем: 

X у 

Г С оз ф > г — ~ 8 ~- п • если ф — ѵ>1, то г = Р — сопзі и уравнения движения 

материальной точки по окружности в полярных координатах будут: г = /?, ср = и>1. 
Пример 1.3. Другой пример перехода от декартовой системы к полярной. 
Пусть движение задано уравнениями 


х = а соз ші, у = Ь зіп со/. 
Исключая время, получаем уравнение эллипса: 



Из рисунка 1.2. видно, что 

г = у/ а 2 соз 2 ші + Ь 2 зіп ші , ф = — 1^ ші , 

Ф = агс1в(-^-іеш<)- 


Из примера видно, что в данном случае в декартовых координа- 
тах уравнение движения выглядит значительно проще, нежели в по- 
лярных. 

1.3. Скорость движения точки. Скоростью называется производ- 
ная радиус-вектора точки по времени движения точки: 


Из определения следует, что скорость есть вектор, направленный 
по касательной к траектории в сторону движения точки. 
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Как всякий вектор, скорость можно разложить на составляющие 
по осям декартовой системы координат: 

ѵ = Ѵхі + Ѵуі 4- ѵ г к. 

Дифференцируя радиус-вектор точки по времени и замечая, что 
координатные векторы (орты) — постоянные величины, имеем: 

сіг сіх т* . сіу Т" . сіг Т 

~йГ = ~ІГ 1 +ЧГ! + 1ІГ к - 

Сравнение полученного результата с разложением вектора скорости 
по ортам приводит к выражениям проекций скорости в декартовых 
координатах: 


ѵ х 




4г 

сіі 


По этим формулам вычисляется скорость, когда движение точки 
задано уравнениями (1.2). Величина и направление скорости опре- 
деляются через известные проекции по обычным формулам: 

V 2 = ѵ 2 х + ѵ 2 у + ѴІ 
соз а — — , соз 8 = — , соз у = — . 

V г V 1 V 

Кратко остановимся на физическом смысле разложения вектора скорости на 
составляющие. Из математики известно, что операция разложения любого вектора 
по трем некомпланарным всегда возможна и связана с аксиомами, определяющими 
вектор. С точки зрения физики сложение и разложение векторов отражает некоторые 
представления одного физического объекта другими. Так, разложение скорости озна- 
чает замену одного элементарного перемещения материальной точки сіг = ѵйі совокуп- 
ностью трех перемещений Лх — ѵ х ІІІ, йу = ѵ у (11, сіг = ѵ г сіі, совершаемых в любой 
последовательности. 

Далее, в § 3, мы познакомимся с другой, физически более содержательной трак- 
товкой сложения и разложения векторов скорости — представлением движения в не- 
подвижной системе отсчета как одновременного движения другой системы и точки 
в ней. 

Перейдем от декартовых к полярным координатам. Для нахожде- 
ния проекций скорости в полярных координатах, необходимых для 
вычисления скорости, когда движение задано уравнениями (1.3), 
найдем предварительно формулы преобразования проекций произ- 
вольного вектора Ь при переходе от декартовых координат к поляр- 
ным. В полярных координатах вектор проектируется на направление 
радиус-вектора, проведенного в данную точку, и направление, пер- 
пендикулярное радиус-вектору, в сторону возрастания полярного 
угла ф. 

Проекцию на первое направление будем обозначать индексом г, 
на второе ф. Общий вид разложения по ортам полярной системы 

следующий: Ь = Ь г г 0 -ф 6 ф р 0 . Здесь г 0 — единичный вектор, совпа- 
дающий по направлению с радиус-вектором точки; р 0 — перпенди- 
кулярный ему единичный вектор, направленный в сторону возраста- 
ния угла ф. 
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Спроецируем предыдущее векторное уравнение на ось Ох и полу- 
чим равенство 


Ь х = Ь г С05 ф — Ь ѵ зіп ф, ( 1 .8) 

выражающее проекцию вектора на ось Ох через его проекщіи в 
полярных координатах. Им и воспользуемся для нахождения проек- 
ции скорости в полярных координатах. Для этой цели дифференци- 
руем по времени формулу преобразования координаты х: 

— = — (г со§ ф) = — С08 ф - г ~7Г 51П ( Р- 

Сравнивая полученный результат с (1.7), находим выражения иско- 
мых проекций скорости: 


Ѵ г = 


сіг 

сП 


= Г , V,, 


4 а> ' 

1 Г ==п р- 


Ввиду ортогональности полярных координат модуль скорости и ее 
направление находятся по формулам 


+ Цф = 


+ г 2 ф 2 


С05 а = — , С05 6 = . 

V ’ г ѵ ■ 


(1.9) 


При естественном способе задания движения проекция скорости 
на положительное направление касательной к траектории (алгебраи- 
ческая величина скорости) находится дифференцированием уравне- 
ния движения по времени: 

Ѵ = ЧГ- ( 1 - 10 ) 

В зависимости от способа задания движения или системы координат формулы 
для вычисления проекций скорости оказались разными. Для обобщения способа 
вычисления скорости найдем формулы для проекций скорости в обобщенных криво- 
линейных координатах д и ^ 2 . <?з, являющихся ортогональными. Формулы перехода от 
декартовых координат к криволинейным имеют вид: х = х(д \д 3 д 3 ), У = У(Я \дгЯз), 
г г ( < ?і < ?2<?з). Дифференцируя их по времени, получаем выражения для проекций 
скорости в декартовых координатах: 

дх ■ дх ■ дх ■ 

Яі + ~х~Яг + -х — Яз, 

од 2 дд 3 


У = 


ддь 

ду 

3<?і 

дг 

дд\ 


Я і + 


Я 1 + 


бу 

< 3?2 

дг 

дд 3 


Яг + 


Яг + 


ду 

дд 3 

дг 

ддз 


Яз, 


Я з. 


(а) 


Производные обобщенных координат по времени 

д _ СІ Я\ Щз ^ _ ІЯЗ 

сП сП сП 

называются обобщенными скоростями. Действительно, в зависимости от размерности 
обобщенной координаты д ее производная по времени может иметь смысл линейной 
скорости, угловой скорости и пр. 

Найденные формулы (а) показывают, что проекции скорости точки в декартовых 
координатах являются линейными однородными функциями обобщенных скоростей, 

коэффициенты и др. при которых есть в общем случае функции обоб- 

щенных координат. 
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Обозначая через у ь у 2 , ѵ 3 проекции скорости на оси криволинейных координат 
(на касательные к координатным линиям в сторону возрастания координат ^) и учи- 
тывая их ортогональность, для квадрата модуля скорости должны иметь выражение 
ѵ 2 = у 2 уі + Уз. Возводя в квадрат векторное разложение скорости с учетом 
формул (а) и суммируя полученные результаты, получим: 

у 2 =*= Я?<7? + //1<у1 Нід 2 . (1,11) 

Члены с произведениями <?2</з в силу ортогональности системы координат 

в скалярном произведении должны отсутствовать. Здесь через Н и Я 2 , Я 3 обозначены 
следующие выражения, являющиеся функциями обобщенных координат: 


я, = д/ 

^ <э<7і ' 

Ч*) 

ч 

2 дг ' 
^ (5<?, ^ 

2 

"X Я 2 =д/ 

' дх > 
^ <Э? 2 / 

2 + (|г) 

ч 

( 92 ) 
У дЧ2 ^ 

Д (112) 

V 

2 дх ' 
' дд 3 / 

Ч-&) 

ч 

дг ' 

^ дд 3 ^ 

2 


Эти величины называются коэффициентами Ламэ. Искомые проекции скорости в 
криволинейных координатах будут иметь вид: 

,Уі = Н\Ц\, ѵ г = Я 2 <72, Уз = Я 3 <? 3 . 

Рассмотрим также понятие секторной скорости. На рисунке 
1.3 изображены траектория движущейся точки и ее радиус-вектор. 
За элемент времени йі радиус-вектор опишет элементарную площад- 
ку — элементарный сектор сі8 . По договоренности вектор элемен- 
тарной площадки имеет модуль, равный ее площади, а направлен 
по нормали к площадке в сторону, образующую с направлением 
обхода контура площадки правовинтовую систему. 

Вектор 



<Я 


называют секторной скоростью точки. С точностью до бесконечно 
малых второго порядка площадь элементарного сектора совпадает 

с площадью треугольника, образованного векторами г(і), йг и г(1 

Легко проверить, что вектор элементарной площадки треуголь- 
ника есть сіЗ = -у [гйг]\ направление обхода контура элементарного 

сектора определяется направлением движения точки или направлени- 
ем обхода в порядке векторов-сомножителей, если смотреть от конца 
вектора-произведения. Для вектора секторной скорости получаем 
формулу 

а = 2І г ДГІ = уІ лу 1- 0-14) 

Когда траекторией движения служит плоская кривая, секторная 
скорость всегда направлена по нормали к плоскости движения. Про- 


зе 




екцию ее на нормаль в этом случае удобно вычислять в полярных 
координатах (полюсом служит точка О). Элементарный сектор с 
точностью до бесконечно малых второго порядка можно считать кру- 
говым и его площадь равной г 2 й ф. Отсюда для проекции сек- 

торной скорости на нормаль получаем выражение а п = — л 2 ^ = 

2 сП 

— ~ 2 ~ г ср, а для модуля имеем: о = 2- г 2 | ф | (115) 

Пример 1.4. Вычисление скорости в сферических координатах. 

В сферических координатах (рис. 1.4) кинематические уравнения движения 
имеют вид: г = г(і\ # ф = ф(/). 

Известна связь между сферическими и декартовыми координатами: 

X = ГЗІПф СОЗ ф, у = Г ЗІП О 5ІП ф, г = Г С05 Ф. 

Обобщенными скоростями в этой системе являются с/\ = г, у 2 = = ф. Для 

нахождения проекций скоростей на координатные линии е„ е в , 2 надо вычислить 
коэффициенты Ламэ (1.12): 

Н\ = д/ 5ІП 2 б С03 2 ф -(- ЗІП 2 б 5ІП 2 ф + СОЗ 2 Ф = 1, 

Н * = V г 2 СОЗ 2 # СОЗ ф + Г 2 СОЗ 2 в 5ІП 2 ф + Г 2 ЗІП 2 б = Г, 

Нъ = д/ Г 2 ЗІП 2 б ЗІП 2 ф + Г 2 ЗІП 2 б СОЗ 2 ф = Г ЗІП 

Следовательно, по формулам (1.11) 

ѵ = ге, + гОе,, + г зіп б - ф<? ф , 
ѵ 2 = г 2 + г\6 2 + 5ІП 2 #-ф 2 ). 

Пример 1.5. Расчет скорости в цилиндрических координатах 
Кинематические уравнения имеют вид (рис. 1.5): р = р(/), ф = ф(/), г = г{1). 

Аналогичный предыдущему расчет дает: о = ре, + рфе ф -(- ге,\ ѵ 2 = р 2 + р 2 ф 2 _)-г 2 . 
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Пример 1.6. Расчет секторной скорости 
в декартовых координатах. 

Пользуясь формулой (1.14) и формулами 
проекций скорости в декартовых координатах, 
записываем: 


у (уг — гу). 


у ( Х У 


т (гі 

- ух). 


хг). 


Если г и ѵ лежат в плоскости хОу, то сектор- 
ная скорость направлена по оси Ог и имеет- 
ся единственная, отличная от нуля ее 
проекция: 

= у (ху — ух). 

1.4. Ускорение движения точки. 

Ускорение движения материальной 
точки есть производная вектора скорости по времени: 

а = ^-=ѵ. ' (1.16) 

Вектор ускорения направлен по касательной годографа вектора ско- 
рости. Из (1.16) следует, что вектор ускорения является второй 
производной радиус-вектора точки по времени: 


а = 


а 2 г 

сП' 2 




(1.17) 


Проекции ускорения в декартовых прямоугольных координатах вы- 
ражаются наиболее просто. Разлагая вектор скорости по ортам, 
имеем: 


V = Ѵхі + Ѵуі + Ѵгк. 


Дифференцируя это равенство по времени, находим: 


аѴх Г і а °» Т і 

сП _Г сП ' 


СІѴг 

ЧГ 


к. 


В правой части этого равенства имеем разложение ускорения по 
ортам, т. е. проекции ускорения в декартовых координатах выра- 
жаются формулами 



Оу 



а г 


(ІѴг 

(И 


г. 


Для нахождения проекций ускорения в полярных координатах 
на плоскости дважды дифференцируем по времени формулу преобра- 
зования координаты х = г соз ф. Получаем: а х = (г — гф 2 ) соз ф — 
— (2гф + гф) зіп ф. На основании общего закона преобразования 
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проекций вектора на ось при переходе к полярным координатам (1.8) 
сразу получаем искомые проекции ускорения в этих координатах: 


а г = г — гср 2 , а ф = 2 г ф + гф. 


(1.18) 


Модуль и направление вектора ускорения а через его проекции в 
ортогональной системе координат вычисляются по стандартным фор- 
мулам, приведенным в предыдущем параграфе. 

При естественном способе задания движения необходимо знать 
проекции ускорения на оси естественного трехгранника: на положи- 
тельное направление касательной к траектории, по которому напра- 
вим единичный вектор т, на главную нормаль п и бинормаль Ь 
(рис. 1.6). Из определения ускорения (1.17) следует, что вектор 
ускорения всегда лежит в соприкасающейся плоскости траектории 
и поэтому проекция ускорения на бинормаль равна нулю (вектор 

йѵ есть сторона треугольника; двумя другими сторонами являются 
касательные в смежных точках траектории). Разложение вектора 
ускорения по осям естественного трехгранника по указанной причине 

имеет следующий вид: а = а т т + а п п. 

Проекция а т называется тангенциальным ускорением, а проекция 
а п — нормальным ускорением. Разложение скорости по тем же 

направлениям дает: ѵ = ѵт. 

Здесь ѵ называют алгебраической величиной скорости; это проек- 
ция вектора скорости на касательную к траектории. Дифферен- 
цируем последнее равенство по времени: ~^~= + ѵ ■ 

Годографом единичного вектора является окружность в соприкасаю- 
щейся плоскости. Производная -^—направлена по главной нормали. 

Численная величина производной | ) , как легко установить из 

1-7 гіо , 

рисунка 1./, равна , где агг — угол между касательными к траек- 



Ь 


/ 


О 


Рис. 1.6. 


Рис. 1.7. 
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тории в смежных точках. Поэтому имеем: 

е/т М е/Д йз е/Д “*■ 

чг = чг п =и^чт п = °-зг п - 

Отношение = ~~ определяет кривизну в данной точке, так 
как р — радиус кривизны. Получаем окончательный результат: 

е/ц — у 2 -► 

а = ~1Г т +' 7 п - (1.19) 

Сравнивая (1.19) с общим видом разложения ускорения по осям 
естественного трехгранника, получаем формулы для тангенциального 
и нормального ускорений: 



( 1 . 20 ) 


Пример 1.7. Проекции ускорения в сферических координатах. 

Дадим их без вычислений: 


а, = г — г(Д 2 + ф 2 БІп 2 Д), 
а# = — (г 2 Д) — г ф 2 зіп О соз 


с "д ~ дт (У 2 Ф 5Іп 2 Ф). 

г зіп Д йі т ' 


Обоснование формул будет дано в гл. VI. 

Пример 1.8. Проекции ускорения в цилиндрических координатах. 


а 

а 


г = Р — РФ , 

* = т'ш^ 


а г = г. 

П р и м е р 1 .9. Нахождение скорости и ускорения материальной точки по заданным 
кинематическим уравнениям. 

X = Л СОЗ С о/, 
у — Н зіп со /. 

Дифференцируя эти равенства по времени, имеем: 

ѵ х = — /?со зіп со/, ѵ у = Лео соз со/, у = Лео; 
а, = —Лео 2 соз со/, а у = —Лео 2 зіп со/, а = Лео 2 . 

Из сравнения проекций ускорения с проекциями радиус-вектора точки замечаем, 
что в данном движении 


а - — ео 2 Л. 

Применяя естественный метод описания движения и дифференцируя закон дви- 
жения точки по траектории з = еоЛ/, находим: у = еоЛ (см. пример 1.1). 

По формулам (1.20) следует, что 

о т =5= 0, а„ = р = со 2 Л. 

К > 


42 


Пример 1.10. Расчет секторной скорости. 

Движение задано уравнениями х = а сов и>1, у = Ь зіп ш/ и является неравномер- 
ным движением точки по эллипсу с центром в начале координат (см. рис. 1.2). В декар- 
товых координатах скорость найдется дифференцированием этих равенств по времени: 

ѵ х = — а со зіп соі, 

Ѵу = ЙО) С05 со/, 

о 2 = а 2 С0 2 5ІП 2 ш/ 4- й 2 со 2 соз 2 со/, 

а ускорение 

а х = — асо 2 сов со/, а у = — йсо 2 зіп со/, 

т. е. 

а = — со 2 г; 


ускорение пропорционально удалению материальной точки от центра эллипса и 
направлено к центру. 

Найдем еще секторную скорость точки в данном движении (см. пример 1.6): 


о = -у (ху — ух) = ( а сов шІЬш сов со/ + й зіп со/ асовіп со/) = айсо. 

Таким образом, секторная скорость постоянна. Так как циклическая частота 
2л 


2лай 


и есть скорость описания радиус-вектором площади эллипса. 

Пример 1.11. Движение точки по эллипсу. 

Рассмотрим пример движения материальной точки, моделирующий движение 
планет в Солнечной системе. * 

Пусть точка движения по эллипсу с постоянной секторной скоростью и начало 
координат помещено в одном из фокусов эллипса. Скорость и ускорение будем 
искать в полярных координатах, в которых и зададим уравнение эллипса: 


1 + е с 05 (р 


где р — параметр, а е — эксцентриситет эллипса. Постоянство секторной скорости 
(1.15) выражаем соотношением 



или 

г 2 ф = С. 

Выразим скорость движения точки по эллипсу по (1,10): ѵ 2 = г 2 + л 2 < р 2 . 

Так как кинематические уравнения движения не заданы, перейдем в последнем 
выражении от дифференцирования по времени к дифференцированию по полярному 
углу ср: 

сіг _ йг йср _ ёг С 
<1і с/ср (И Лр г 2 


ѵ 2 = С 2 



Удобно ввести новую переменную х = — * и тогда ѵ 2 = С 2 [ ( — V -)_ х 2 
1 + е соз ш 

х = , т. е. ѵ выражена как функция полярного угла. 


а 
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Рассчитаем ускорение. По (1.18) имеем: 

а, = г — г ф 2 , 

= 2пр + гф, 

а дифференцируя по времени постоянную секторную скорость, находим: 

2ггф + г 2 ф = 0, г(2/ф + гф) = О, 

т. е. 

а ѵ = 0, а — г — г ф 2 . 2 

Аналогично расчету скорости получаем: а= — С 2 х 2 ( ^ * , + х) . 

' гіф 2 ' 

Подставляя сюда значение х, имеем: 

п _ тС 2 х 2 _ тС 2 1 

Р р г 2 ' 

Ускорение в этом движении направлено к фокусу эллипса и обратно пропорционально 
квадрату расстояния до него. ѵ 


§ 2. Кинематика движения твердого тела 

2.1. Координаты твердого тела. Кинематические уравнения дви- 
жения. Под твердым телом в механике понимается непрерывная си- 
стема материальных точек, расстояния между которыми остаются 
неизменными. Аналитическое описание положения твердого тела в 
пространстве, а также изменения этого положения со временем, т. е. 
движения тела, должно определять положение и движение любой 
точки тела. Хотя число точек твердого тела неограниченно, число 
степеней свободы благодаря жестким связям невелико. 

Определим число степеней свободы свободного, т. е. имеющего 
возможность произвольно перемещаться, твердого тела. Проведем 
для этой цели простое рассуждение. Материальная точка имеет три 
степени свободы. Две точки имеют шесть независимых координат. 
Если наложить условие неизменности расстояния между точками, 
то координаты двух точек должны удовлетворять уравнению: 

0*2 — *і) 2 + ( У2 — Уі) 2 + (22 — 2і) 2 = /ц 2. 

Здесь / 1,2 расстояние между точками. Это уравнение позволяет 
выразить одну из координат через остальные пять, которые остаются 
произвольными. Таким образом, для определения положения системы 
из двух точек достаточно знать только пять декартовых координат 
из шести. 

Если имеем систему из трех точек, не лежащих на одной прямой, 
то можно написать три независимых уравнения, выражающие рас- 
стояния между точками через их координаты. Если эти расстояния 
постоянны, то из девяти декартовых координат трех точек только 
шесть будут независимы. Добавление четвертой точки к этой системе 
не увеличит число степеней свободы, потому что координаты ее долж- 
ны удовлетворять трем независимым уравнениям связей, определяю- 
щим расстояния этой точки до первых трех. 
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Дальнейшее увеличение точек в рассматриваемой системе не 
меняет число независимых координат. Следовательно, свободное 
твердое тело имеет шесть степеней свободы., т. е. для однозначного 
определения его положения в пространстве необходимо задать шесть 
независимых координат. 

Рассмотрим, как делается выбор этих шести независимых коорди- 
нат, определяющих положение твердого тела в пространстве. Прежде 
всего скрепим с телом систему координат. Пусть это будет декартова 
система О'х'у'г' . Положение любой точки твердого тела определяется 
здесь координатами х', у', г' . Заметим, что эти координаты при 
движении тела остаются постоянными. Поэтому для определения 
положения твердого тела достаточно знать положение движущейся 
вместе с телом (подвижной) системы координат О'х'у'г' относительно 
неподвижной Охуг. На рисунке 2.1. изображены подвижная и не- 
подвижная системы координат, которые в дальнейшем будем назы- 
вать: подвижная — штрихованная система координат, неподвиж- 
ная — нештрихованная система координат. Далее решается вопрос 
об описании движения системы О'х'у'г' в системе Охуг. Полученные 
результаты нужны не только для изучения движения тела, но и для 
изучения так называемого относительного движения точки. 

Чтобы задать мгновенное положение системы О'х'у'г', надо знать 
начало координат точки О', т. е. координаты Хо, уо, го и углы, которые 
образуют ее оси с осями неподвижной системы. Всего имеется девять 
направляющих углов. Однако независимых из них будет только три. 
Действительно, как известно из аналитической геометрии, направ- 
ляющие косинусы прямой удовлетворяют условию соз 2 а -+- со$ 2 (3 -+- 
+ С05 2 у = 1. Таких уравнений будет три, и, кроме того, можно 
написать еще три уравнения, выражающие условия перпендикуляр- 
ности подвижных осей. Девять направляющих углов должны удов- 
летворять шести независимым между собой уравнениям. Для ориен- 
тировки подвижных осей в пространстве, таким образом, достаточно 
задать только три угла. 

Итак, вместо девяти направляющих углов, на которые наложено 
шесть уравнений связей, целесообразно ввести три независимых угла. 
Выбор этих углов был указан Эйлером, они и носят его имя 1 . На 
рисунке 2.2 показан обычный способ определения углов Эйлера. 
Начала координат обеих систем совмещены, что всегда можно достиг- 
нуть параллельным переносом. Прямая О Л/, по которой пересекают- 
ся плоскости хОу и х'О'у' подвижной и неподвижной систем, назы- 
вается линией узлов. Углы, обозначенные на рисунке через гр, Ф и <р, 
есть искомые углы Эйлера. Положительное направление отсчета уг- 
лов показано стрелками. 

Угол ф носит название угла прецессии, он изменяется при повороте 
подвижной системы вокруг неподвижной оси Ог как оси вращения 
(остальные два угла при этом не изменяются). 

Угол гр называется углом собственного вращения: при вращении 


1 Сведения об ученых, упомянутых в тексте, см. в кн.: Храмов Ю. А. Физики. 
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Рис. 2.1. 


Рис. 2.2. 


подвижной системы вокруг оси О' г' как оси вращения изменяется 
только угол яр. 

Угол Ф называется углом нутации, он изменяется (при постоянстве 
остальных двух углов), если вращается подвижная система вокруг 
линии узлов. (Наименования эйлеровых углов происходят от наиме- 
нований простейших движений волчка, представляющего один из 
важнейших случаев применения механики к изучению твердого тела.) 

Шесть независимых величин: координаты начала подвижной 
системы хо, уо > 2о и три эйлеровых угла яр, ■б', ф — в совокупности 
однозначно определяют положение подвижной системы координат 
относительно неподвижной, а значит, и положение твердого тела. 
Аналитическое описание движения последнего состоит в задании 
шести однозначных и непрерывных функций времени: 

*0 = *о(0. Уо = Уо(0> г о = (2 1 ) 

Ф = ф(/), 0 - Щ, ф = ф(/). 

В силу независимости шести координат, характеризующих по- 
ложение подвижной — штрихованной системы (тела), можно рас- 
сматривать частные движения, являющиеся составляющими общего 
движения. Если углы яр, б\ ф остаются постоянными, то движение 
является поступательным. В этом случае любая ось штрихованной 
системы перемещается параллельно самой себе. Изменяются при 
поступательном движении только координаты точки О'(х 0 , у 0 , г 0 ). 
Эта точка в дальнейшем будет называться полюсом. 

Если координаты полюса постоянны, а изменяются во времени 
три эйлеровых угла, то тело вращается относительно неподвижной 
точки. 

В общем случае, вводя поступательно движущуюся вспомогатель- 
ную систему с центром в полюсе, представляем движение тела как 
поступательное движение этой системы и вращение штрихованной 
системы в ней. 

Отдельные частные случаи движения тела приходится рассматри- 
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вать и тогда, когда свобода движения твердого тела соответствую- 
щим образом ограничена. В таком случае движение оказывается 
более простым. Основными частными случаями движения твердого 
тела являются: поступательное движение, вращение вокруг непо- 
движной оси и вращение вокруг неподвижной точки. 

2.2. Поступательное движение. Наиболее простым является по- 
ступательное движение. При поступательном движении любая пря- 
мая, проведенная в теле, перемещается параллельно самой себе. 
Эйлеровы углы при поступательном движении твердого тела остаются 
постоянными, а изменяются только координаты начала подвижной 
системы. 

Говорят, что твердое тело имеет три поступательные степени 
свободы. Нетрудно видеть, что при поступательном движении пере- 
мещения всех точек одинаковы и совпадают с перемещениями 
полюса. Траектории всех точек тела при поступательном движении 
являются одинаковыми кривыми, параллельно смещенными относи- 
тельно друг друга. Одинаковыми оказываются скорости и ускорения 
всех точек тела. Поэтому поступательное движение твердого тела 
полностью определяется движением одной его точки, например 
полюса. Все изложенное выше о кинематике движения одной точки 
полностью относится и к поступательному движению твердого тела. 
Так, скорость находится по формуле 

Ѵо = ~г О (і), 

ускорение 

ао = г о (і) и т. д. 

Подчеркнем, что траектории движения точек твердого тела при 
поступательном движении могут быть любыми кривыми линиями; 
поступательное движение нельзя отождествлять с прямолинейным 
движением. На рисунке 2.3 изображена схема так называемого 
параллельного механизма. Четыре стержня скреплены шарнирами. 
Стержень Ай неподвижен. Стержень ВС в плоскости чертежа может 
совершать только поступательное движение. Все точки его при этом 
описывают равные окружности. 

2.3. Мгновенная ось вращения. Угловая скорость. Рассмотрим 
теперь движение подвижной штрихованной системы (тела) относи- 
тельно неподвижной — нештрихованной, в которой неподвижна одна 
точка тела — полюс. Мы говорим об этом движении, как о вращении 
тела вокруг неподвижной точки. 

Начнем с геометрических представлений этого частного случая 
движения твердого тела. Прежде всего заметим, что все точки тела, 
лежащие на одном и том же радиусе, проведенном из неподвижной 
точки, описывают подобные траектории — кривые на поверхности 
сфер, ометаемых соответствующим радиус-вектором при всевозмож- 
ных движениях. Величины скоростей точек пропорциональны рас- 
стояниям от них до неподвижной точки. Эти заключения следуют 
из соотношений между векторами смещений точек тела, находящих- 
ся на одном и том же радиусе (рис. 2.4). Сфера с центром в непод- 
вижной точке при пересечении с телом даст некоторую сферическую 
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Рис. 2.3. Рис. 2.4. 

фигуру. При движении тела эта фигура перемещается по поверх- 
ности сферы, часть которой она составляет. Положение сферической 
фигуры на сфере однозначно определяет положение тела в простран- 
стве. Таким образом, изучение данного случая движения сводится 
к изучению движения сферической фигуры по поверхности сферы. 

В свою очередь положение фигуры на сфере определяется положе- 
нием ее двух точек, или сферического отрезка, соединяющего их. 

Геометрическое представление движения твердого тела вокруг 
неподвижной точки основывается на следующей теореме о переме- 
щениях сферической фигуры по поверхности сферы: любое переме- 
щение сферической фигуры по поверхности сферы может быть 
достигнуто поворотом ее вокруг некоторой прямой, проходящей 
через неподвижную точку С и центр сферы О. 

Для доказательства обратимся к рисунку 2.5, где АВ и А\В\ — 
два произвольных положения сферического отрезка. Соединим точки 
А, А\ и В, В і дугами больших кругов и из середины каждой восста- 
новим сферические перпендикуляры. В пересечении перпендикуляров 
получаем искомую точку С. Прямая ОС и будет служить осью пово- 
рота при перемещении тела из первого положения во второе. Действи- 
тельно, дуги ВС и В\С, а также дуги АС и А\С равны по построению. 
Отсюда следует равенство сферических треугольников АС В и А\СВ\. 
(Чтобы не загромождать рисунок, они обозначены вершиной и осно- 
ваниями.) При повороте тела вокруг оси на некоторый угол оба 
треугольника совпадут всеми точками. " 

Любое конечное вращение тела можно рассматривать как сово- 
купность бесконечно малых вращений, т. е. поворотов на бесконечно 4 
малые углы за бесконечно малые промежутки времени. Теорема 
верна и для бесконечно малых перемещений, так что в любой момент 2 
времени распределение скоростей между точками тела таково, каким 3 < 
оно было бы при вращении тела вокруг неподвижной оси враще- 
ния ОС. Этот результат можно выразить иначе: в любой момент і| 
времени в теле можно провести прямую, проходящую через непод- 2 

вижную точку так, что все точки прямой в данный момент времени 3 I 

имеют скорости, равные нулю. Эта прямая называется мгновенной \ 
осью вращения тела (штрихованной системы). 

Подчеркнем, что в общем случае мгновенная ось имеет только Ѳ 
одну все время неподвижную точку — полюс, положение же оси 
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в подвижном системе (а вместе с тем и в неподвижной) непрерывно 
изменяется. Для учета положения мгновенной оси в теле и поворота 
тела водруг оси вводят вектор бесконечно малого угла поворота. 

Обозначим его сіу. Модуль этого вектора равен элементарному углу 
поворота вокруг мгновенной оси. Прямая, на которой расположен 
вектор, совпадает с мгновенной осью, а направлен он так, что с вер- 
шины вектора вращение кажется происходящим против часовой 
стрелки. 

Определим перемещение точки М твердого тела при элементарном 
повороте сіх в нештрихованной системе (точка М неподвижна 

в штрихованной системе). Из рисунка 2.6 видно, что йг' направлен 

перпендикулярно плоскости векторов йх и г' (за лист бумаги). 
Модуль перемещения равен: 

сіг' — сіх р = сіуг' зіп (сіу, Л г'), 

а с учетом направления векторов 

а? = \йх г']. (2.2) 

Эта важная формула применима для любого вектора, имеющего 
начало в полюсе и неподвижного в штрихованной системе. Его 
приращение будет находиться по (2.2). 

Векторный характер величины сіх неочевиден, мы произвольно приписали углу 
направление. Для векторов должно выполняться векторное правило сложения 
с перестановочным законом. Поэтому для бесконечно малых поворотов должно иметь 
место следующее свойство: два бесконечно малых поворота приводят к одному 
и тому же результату при любой последовательности их выполнения. Найдем при- 
ращение радиус-вектора в результате двух поворотов сіх і и сІХ2, выполненных 

в разной последовательности. Первый поворот переводит вектор г' в следующий 
вектор: 

г' +\сіх іг '); 




49 


второй поворот дает найденному вектору приращение 

[ Лі (г' + [ СІУ \Г' ]) ] = [ йу 2 г' ] + [ сіу. 2 [ сіу і г' ] ] . 

В результате получилось приращение 

ЛЛл = [ сіу іг' ] + [ <1у.гг' ] -\- [ сіу 2 [ сіу \г' ) ] . 

При обратной последовательности имеем: 

<ІГ 2 , \ = [ СІУгГ' ] -+- [ СІУ \г' ] -+- [ СІУ | [ СІУ 2 г' ] ] . 

Но йг і,2 = сіг 2 , і с точностью до бесконечно малых второго порядка. Это подтвер- 
ждает векторный характер величины сіу. 

Однако конечные углы поворота таким свойством отнюдь не обладают; от последо- 
вательности поворотов существенно зависит результат. Поэтому нельзя считать 

гіх векторным дифференциалом угла к, что и подчеркнуто в нашем обозначении: 
сіу. — вектор, а к не является вектором, т. е. мы не пишем й> с. 

Угловой скоростью вращения тела относительно нештрихованной 
системы называется вектор щ, равный отношению йу. к йі: 


(0 


СІУ. 

сіі 


(2.3) 

Угловая скорость направлена по мгновенной оси вращения. В общем 
случае ее модуль и_ направление (в подвижной системе и в неподвиж- 
ной) непрерывно изменяются с течением времени. Заметим также, 
что определение угловой скорости, данное для твердого тела, отно- 
сится и к вращению штрихованной системы. 

После деления (2.2) на элемент времени сіі, в течение которого 
совершается бесконечно малое перемещение, приходим к формуле 
распределения скоростей точек твердого тела (подвижной системы), 
с которыми они движутся в неподвижной системе, т. е. 

ѵ = [м г'}. (2.4) 

Вектор ѵ в формуле (2.4) может интерпретироваться как скорость 

движения конца вектора г' в нештрихованной системе. В силу при- 
менимости (2.2) к любому неподвижному в штрихованной системе 
вектору формула (2.4) может быть написана для любой векторной 
величины и истолкована, как формула скорости изменения данной 
величины в нештрихованной системе. В частности, для орт штрихо- 
ванной системы прлучаем; 


і ' = [ш'І і' = [иД к' = \ык' 


(2.5) 


По своему определению угловая скорость — скользящий вектор, 
т. е. точка приложения его на оси не фиксирована. В соответствии 
с определением элементарного вращения угловая скорость (в каждый 
момент времени) может быть представлена тем или иным разложе- 
нием на составляющие, в частности разложением по осям штрихован- 
ной системы 


(О 


_+ ш , 4- іо , 

У г’ 
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( 2 . 6 ) 


или разложением по осям О'г', 

Ог и линии узлов ОN (см. рис. 2.2): 

о) = он — |— (о^ — (!)<(,. (2.7) 

Физический смысл разложений 
состоит в замене элементарного 

вращения сіу совокупностью вра- 
щения СІУ Х , СІУ у, сіу ? в первом и 

, сі О, сіср во втором случае. 

2.4. Вращение твердого тела 
вокруг неподвижной оси. Этот 
частный случай движения твердо- 
го тела очень часто встречается 
в технике и требует более подроб- 
ного рассмотрения. Неподвиж- 
ность мгновенной оси вращения 
означает неизменное ее положение 
в теле и в пространстве. В данном случае она называется просто 
осью вращения. Если совместить оси О'г' и Ог подвижной и непо- 
движной систем координат с осью вращения тела, то при движении 
будет изменяться только угол <р (рис. 2.7). При таком движении 
тело обладает одной вращательной степенью свободы. Кинематичес- 
кое уравнение вращательного движения задает угол как функции 
времени: ф == ф (і). Во время движения отдельные точки тела 
описывают окружности с центрами на оси вращения. Перемещения 
точек тела за один и тот же промежуток времени неодинаковы и 
пропорциональны расстояниям их до оси вращения. Также неодина- 
ковы и скорости различных точек тела. 

В данном случае вращение полностью характеризуется модулем 
угловой скорости (или с учетом направления вращения проекцией 
на ось) : 



Рис. 2.7. 


со 


Лр 

~зг 


ф- 


( 2 . 8 ) 


Обозначая через р расстояние точки тела до оси вращения, получаем 
выражение для скорости этой точки: ѵ = сор = фр. Полученная фор- 
мула дает распределение величин скоростей между точками тела. 
Направлены скорости по касательным к окружности в сторону вра- 
щения. Нетрудно видеть, что в этом случае движение отдельных точек 
тела удобно описывать естественным методом, при котором ускорение 
будет складываться из нормального и тангенциального (1.20), при- 
чем нормальное ускорение определяется по скорости ѵ: 


а п 



Что касается тангенциального ускорения, то оно обусловлено 
неравномерностью вращения тела. 
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Вторая производная угла поворота ср по времени называется 


угловым ускорением тела: 


йш 


е = — = Ф . 

(2.9) 

Очевидно, что 


_ сіѵ 


а т = — =ер. 

(2.10) 


В случае вращения тела (системы) вокруг неподвижной оси 
прибегать к проецированию векторных величин на оси неподвижной 
или подвижной системы оказалось нецелесообразным. 

2.5. Вращение тела вокруг неподвижной точки. Пусть тело 
движется относительно нештрихованной системы так, что одна его 
точка полюс — остается неподвижной. Это может иметь место на 
практике, если оно закреплено в одной точке (с помощью карданных 
шарниров), а также если отдельно от поступательных степеней 
свободы рассматриваются вращательные. 

Описывая аналитически движение твердого тела вокруг непод- 
вижной точки, начала координат подвижной и неподвижной систем 
совмещают с неподвижной точкой тела. В таком случае положение 
тела в пространстве определяется углами Эйлера г|з, ф (соответст- 
венно тело имеет три вращательные степени свободы движения). 
Кинематические уравнения движения согласно (2.1) имеют вид: 

Ф = ч>( 0 . о = Щ, ф - ф(0- (2.1 1) 

Кинематические уравнения движения полностью описывают движе- 
ние тела. 

Важной задачей является нахождение распределения скоростей 
в твердом теле, т. е. нахождение скоростей различных точек тела или 

точек г движущейся системы. Очевидно, что ответ на нее дает 

векторная формула (2.4) ѵ = [со г'], где г' можно заменить на г, так 
как начала систем совпадают. 

Для конкретных вычислений надо располагать проекциями 
скоростей точек на координатные оси. С помощью формулы (2.4) 
проекции на оси подвижной, штрихованной, системы можно найти. 
Они таковы: 

ѵ х , = оуг' — ы г ,у', 

■ Ѵу = ѵ> г ,х’ — сѵг', (2.12) 

Ѵг' = Ѵ>хУ' — ЬУу'Х'. 

Тот же самый вид имеют и проекции скорости точки на оси 

неподвижной, нештрихованной, системы, так как Р = Р, то формулы 
приобретают вид: 

' 

ѵ х = «ѵг — о ) г у, 

, ѵ у = ш г х — ш х г, (2.12а) 

Ѵ г = Ш х у — ШуХ. 
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Решая вопрос, какими проекциями следует пользоваться, нужно 
иметь в виду, что речь идет об одной скорости — скорости движения 
точки в неподвижной системе и поэтому выбор системы координат 
для выражения проекций диктуется только удобствами. Поскольку 

в общем случае угловая скорость вращения со — величина перемен- 
ная, переменными являются и ее проекции в обеих системах. Связь 
же между проекциями определяется через переменные углы Эйлера. 
В дальнейшем будет рассматриваться общий случай движения тела, 

при котором полюс движется и г' Ф г. В таком случае следует 
остановиться на формулах (2.12). 

Для дальнейшего решения поставленной задачи (нахождения 
проекций скорости точки тела) необходимо знать выражение проек- 
ции угловой скорости на оси подвижной системы через кинематичес- 
кие уравнения движения (2.11), заданные для эйлеровых углов. 
Из векторной алгебры известно, что произвольный вектор можно 
разложить на составляющие по трем некомпланарным направлениям 
(правило параллелепипеда). Выберем за эти три направления под- 
вижную ось О'г' , линию узлов ОІІ и неподвижную ось Ог. Пусть 
составляющие вектора угловой скорости по этим направлениям для 

некоторого момента времени равны соответственно соч>, ш й , со ф . (Они 
показаны на рис. 2.8; здесь со, чтобы не загромождать чертеж, не 

изображена.) Имеет место векторное равенство ш = мф -(- ш в Мф . 
Проецируя это равенство, например на Ох', получим: аѵ = «ѵ + 
+ ы «х' + <іѴ*. Для нахождения ы х , необходимо знать проекции 

составляющих ш<і>, со#, со Ф на Ох'. Также обстоит дело с проекциями 
на остальные оси. 

В свою очередь угловые скорости соч>, со#, со ф являются угловыми 
скоростями вращения тела вокруг соответствующих осей. Например, 

угловая скорость вращения вокруг неподвижной оси Ог, 
связанная только с изменением угла ф. Отсюда модуль ее 

Дш 

“<р = ^Г = Ф- 

Аналогичное положение имеет место и для остальных составляющих. 
Таким образом, имеем: 

он = ф, со# = 4, о) ф = ф. 

Проецирование составляющих на оси подвижной системы про- 
изводим, пользуясь рисунком 2.8. Для проецирования вектора со ф 
предварительно разложим его в плоскости Огг' по правилу парал- 
лелограмма на две составляющие: ОВ — по оси Ог' и ОМ в плос- 
кости х'Оу' подвижной системы. Для модулей этих составляющих 
имеем: 

ОВ = со ф со5 Ф, ОМ = со ф зіп 
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Рис. 2.8. 


Рис. 2.9. 


Заметим, что составляющая ОМ перпендикулярна линии узлов 0,Ѵ. 

Можно легко найти и проекции вектора на оси подвижной системы 
Получается 


°Ѵ' — ф 5ІП Ф ЗІП 3)5, Щу’ = ф ЗІП # СОЗф, 0) фг ' = ф соз О. 

Проецирование составляющих ю* и со # значительно проще, поэтому 
результаты выпишем без пояснений: 

«V = «V = 0. «V = ф; 

^ СОЗ 5), Шоу' = —4 ЗІП г), й) вг ' = о. 

Теперь можно написать искомые формулы, выражающие проек- 
ции угловой скорости на подвижные оси: 


Г «V = ф зіп О зіп ф + ф соз ф, 
< Шу- = ф ЗІП Ф соз ф — Ф зіп ф, 
= ф СОЗ # + ф. 


(2.13) 


Данные формулы называются кинематическими уравнениями 
Эйлера. С помощью формул (2.13) и кинематических уравнений 
движения (2.1 1) оказывается возможным найти ш х -, ш у ы г , как функ- 
ции времени. По формулам (2.12) находим проекции скоростей 
движения точек тела для любого момента времени. 

Аналогично можно найти проекции скорости на неподвижные 
оси. Что касается ускорений точки, то в общем виде этот вопрос 
рассматривать не будем, так как общие громоздкие выражения 
ускорений малоупотребительны. 


Пример 2.1. Вычисление модуля угловой скорости вращения тела вокруг 
неподвижной точки. 

При решении нельзя воспользоваться составляющими и ш„, так как они 

не ортогональны. Поэтому следует использовать формулы (2.13). С их помощью 
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записываем выражение для квадрата модуля угловой скорости: 

ш 2 = ш 2 / + о > 2 . + ш 2 - = ф 2 + ф 2 + д 2 + 2<рф соз д. 

Пример 2.2. Нахождение проекций угловой скорости на оси неподвижной 
системы. 

Проецируя вектор угловой скорости о> с помощью рисунка 2.8 на оси неподвижной 
системы, имеем: 

{ (о, = д соз ф + ф зіп О зіп ф, 

= в ЗІП ф — ф ЗІП д С05 ф, (2.14) 

4) г =' ф + ф С05 О. 

Очевидно, что выражение квадрата модуля угловой скорости в этой системе должно 
быть таким же, как и в подвижной: 

4)? + (Оу ш 2 = ф 2 -)- ф 2 + д 2 -ф- 2фф С05 д. 

Пример 2. 3. Регулярная прецессия. 

Пусть кинематические уравнения движения таковы: 

ф == со і /, О = до, Ф = і о 2 (, 

т. е. углы прецессии и собственного вращения изменяются равномерно, а угол нутации 
постоянен. Это движение и называется регулярной прецессией. 

Мгновенная угловая скорость равна: 

О) 2 = Ш? ф- 0)2 + 2(1) 1 0)2 СОЗ в, 

т. е. это величина по модулю постоянная. Найдем также все проекции угловой 
скорости на оси подвижной и неподвижной систем: 

4)*- = 4)1 ЗІП до ЗІП <1)2 (, (1)* = (1)2 ЗІП доЗІП О) | /, 

Шу- = ( 1)1 5ІП до С05 0)2 І, Шу = — 0)2 ЗІП до соз Шіі, 

о 2 < = 0)1 соз до + о) 2 , о) г = о)і +4)2 соз до. 

Проекции угловой скорости на оси О' г' и О’ г остаются постоянными, следовательно, 

сохраняются углы между угловой скоростью <о и осями О'г' и О'г. Но это также 

означает, что вектор о> постоянно находится в плоскости О'г'г и перпендикулярен 
линии узлов. Таким образом, штрихованная система, изменяя свою ориентацию 
в нештрихованной, вращается вокруг мгновенной оси с постоянной угловой скоростью, 
а сама ось — вокруг О'г с угловой скоростью ф = <і) 2 . Ось О'г' также вращается 
вокруг Ог с угловой скоростью (о 2 . Значит, вращение тела можно представить как 
вращение его оси О'г' с угловой скоростью о) 2 вокруг оси О'г, и вращение вокруг 
этой оси с угловой скоростью о і при постоянном угле между осями д 0 (рис. 2.9). 


§ 3. Сложное движение точки 

3.1. Неподвижная и подвижная системы отсчета. При геометри- 
ческом описании движения, которым занимается кинематика, выбор 
системы отсчета не ограничен каким-либо условием. В принципе для 
описания движения можно пользоваться любыми системами, движу- 
щимися относительно друг друга как угодно. Но практически неце- 
лесообразно выбирать систему отсчета наудачу, так как движение 
одного и того же объекта по отношению к разным системам может 
быть самым различным и выглядеть в одних системах очень сложно, 
а в других просто. 

Например, движение планет Солнечной системы относительно 
Земли запутано и в геоцентрической системе мира (система Пто- 
лемея) приходилось прибегать к весьма сложным объяснениям. 
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Движение планет относительно 
Солнца (гелиоцентрическая систе- 
ма Коперника) значительно про- 
ще, и рассмотрение движения пла- 
нет именно в этой системе позво- 
лило установить основной закон 
небесной- механики — закон все- 
мирного тяготения Ньютона. 
А зная движение планет вокруг 
Солнца, далее можно установить 
и их движение относительно Зем- 
ли. В ряде случаев задачу об опи- 
сании движения расчленяют на 
два этапа. Рассмотрим две систе- 
мы отсчета, движение которых 
относительно друг друга известно, и пусть известно движение точки 
относительно одной из систем. Каково будет движение точки отно- 
сительно второй? Этот вопрос и разрешается в данном параграфе. 

Назовем условно систему отсчета, относительно которой надо 
определить движение точки, неподвижной, вторую — подвижной '. 
Движение точки относительно первой системы можно рассматривать 
как наложение двух составляющих движений: движения точки 
относительно подвижной системы (назовем его относительным дви- 
жением) и движения точки относительно неподвижной системы, 
когда точка покоится в подвижной системе (это движение назовем 
переносным) . 

Примером такого разложения сложного движения на состав- 
ляющие относительное и переносное — является движение пасса- 
жира на движущемся судне. Его движение относительно берегов 
(сложное движение) представляет результат сложения движения 
пассажира относительно судна (относительное движение) и движе- 
ния той точки судна, в которой в данный момент находится пассажир 
(переносное движение). 

Основная задача при сложении движений состоит в нахождении 
параметров (скорости, ускорения и др.) сложного движения по из- 
вестным параметрам составляющих движений. С неподвижной систе- 
мой отсчета свяжем прямоугольную декартову систему координат 
Охуг (систему К , или нештрихованную), а с подвижной О'х'у'г' 
(систему К', или штрихованную), что показано на рисунке 3.1. 

Через г обозначен радиус-вектор, определяющий положение точки М 
в неподвижной системе, через г' — радиус-вектор той же точки в под- 
вижной системе, г 0 — радиус-вектор начала координат подвижной 
системы в неподвижной. Между этими радиус-векторами для любого 
момента времени имеет место соотношение 

г = г 0 + г'. (3.1) 

Физический анализ вопроса о существовании или отсутствии абсолютно 
неподвижной системы в природе отложим до II части курса. (См. также § 5.) 
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Рис. 3.1. 


При всей кажущейся очевидности этого равенства оно физически 

не тривиально, ибо г, го , с одной стороны, иг' — с другой, измеряются 
в разных системах. Равенство основано на допущении о том, что 
длина и направление отрезка не зависят от характера и скорости его 
движения в системе. Последнее же вытекает из ранее принятого 
постулата о бесконечно быстрых сигналах и возможной синхрони- 
зации часов в движущихся системах с их помощью. 

Рассмотрим ход времени в движущейся системе. Часы синхро- 
низируются во всех системах отсчета так же, как в одной; с помощью 
бесконечно быстрых сигналов ставятся на один и тот же момент вре- 
мени. А это означает, что момент времени, в который происходит 
некоторое событие, один и тот же во всех системах, т. е. 

/ = V. (3.2) 

Из равенства (3.2) вытекает, что промежутки времени в разных си- 
стемах между двумя событиями одинаковы: Аі = Аі'. 

Определим теперь понятие длины движущегося отрезка. Длиной 
отрезка называется расстояние между одновременными положения- 
ми ( засечками ) его концов, измеренное наложением масштаба в дан- 
ной системе отсчета. Это определение годится как для системы, 
где отрезок покоится, так и для системы, где он движется. Полезно 
заметить, что такое уточнение длины движущегося отрезка необхо- 
димо, ибо она ранее не была определена вообще. В формуле (3.1) 
г и го — длины покоящихся в нештрихованной системе отрезков, 
тогда как г' — длина движущегося в ней отрезка. Эта длина может 
быть получена только описанным выше способом, т. е. измерена 
как расстояние между одновременными засечками его концов. Но 
моменты засечек одни и те же как в движущейся системе, так и в по- 
коящейся, т. е. измеряется расстояние между парой одних и тех же 
точек. Поэтому г' есть длина отрезка как в неподвижной, так и в по- 
движной системе, и, следовательно, можно написать равенство (3.1), 

в котором г и го измерены в неподвижной системе, а г' — в подвиж- 
ной. По этой же причине равенство (3.1) . можно рассматривать 
в проекциях как в неподвижной, так и в движущейся системе. Ра- 
венство (3.1) служит основанием для всех кинематических соот- 
ношений сложного движения. 

3.2. Сложение скоростей. Напишем равенство (3.1) в другом виде, 

для чего разложим радиус-вектор точки г' по ортам подвижной 
системы: 

;= 7о + ХѴ + у' у + г' к'. (3.3) 

Проецируя векторное равенство (3.3) на оси неподвижной 
или подвижной системы координат, можно получить известные из 
аналитической геометрии формулы преобразования координат 
для перехода от штрихованной системы координат к нештрихо- 
ванной. 

Для нахождения закона сложения скоростей продифференци- 
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РУем (3.3) по времени, учитывая (3.2). Имеем: 
йг ( Лг 0 , ,(іі' . ,Лі' йк'\ , (ах' п . (іи' Г, , (іг' - \ 

Левая часть полученного равенства дает вектор скорости сложного 

движения точки М, который обозначим о а , — абсолютную скорость. 
Для того чтобы в правой части выделить члены, определяющие 
скорости относительного и переносного движений, заметим, что 
сложное движение точки совпадает с относительным, если штрихо- 
ванная система неподвижна. Аналитически это означает, что начало 
координат штрихованной системы неподвижно и единичные коорди- 


натные векторы і, /, к постоянны. Тогда все члены в первой скобке 
обращаются в нули, а вторая скобка дает выражение вектора отно- 
сительной скорости точки М : 


(ІХ‘ 


йу' 


(іг' 


Уот = І Ь-г + ЧгГ + Ъ*- 


(11 


СІІ 


Для получения скорости переносного движения следует закре- 
пить точку М в подвижной системе, т. е. считать ее относительные 
координаты х , у , г постоянными величинами. Тогда первая скобка 
не обращается в нуль и дает искомую скорость переносного движения 
точки М: 


(Іг о I / сІі | # 

= — + х чг + У 


<*Г і ЛѴ 

Лі ' г СІІ ■ 


(3.4) 


Заметим, что первое слагаемое дает часть скорости переносного дви- 
жения точки М, обусловленную поступательным движением системы 
и совпадающую со скоростью движения начала координат О' — по- 
люса системы. Остальные три слагаемые представляют часть ско- 
рости переносного движения, обусловленную вращением подвижной 
системы координат вокруг точки О'. 

Если обозначим вектор угловой скорости вращения системы 

координат со, то на основании формулы (2.5) получаем очень важное 
соотношение: 


х' — Л-п'—Л- 
(П ' У сП ' 


йк' 

СІІ 


= [со і'х'\ + [со /У] + [© к’*] = [ш ? 


Скорость переносного движения теперь может быть представлена 
иначе: 


= ~ЗГ + Г Ч- (3-5) 

Для абсолютной скорости сложного движения получаем оконча- 
тельный результат: 

Ѵ “ = -^Г + [<0 Г'} + Ѵ от = Ѵ П + Ѵот, (3.6) 

выражающий закон сложения скоростей. 
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3.3. Сложение ускорений. Чтобы получить формулу сложения 
ускорений, надо (3.3) дважды продифференцировать по времени. 
Имеем: 


а 2 г 

аі 2 


( а2г ° і г' *!і і і і о I 

V АІ г + Аі 2 + У Аі 2 + АІ 2 / + АІ Щ + 

)• 


, «*/' I <*г' 0к'\ . /іѴ: , 

аі аі + аі аі / ' V д/ 2 * 


(II 

V . ДѴ 

+- 3 ?- 


Левая часть в этом равенстве дает ускорение точки М в сложном 
движении. Анализ членов правой части равенства проводим сле- 
дующим образом. Желая выделить ускорение точки М в ее относи- 
тельном движении, полагаем го, і', к' постоянными величинами. 
Тогда в правой части не обратятся в нуль только три последние члена. 
Они и дают ускорение относительного движения: 


&ОТ — 


(Гх' 


і' + 


а 2 у' 

сП 2 


Г + 


цѵ 

с и 2 


к'. 


(3.7) 


Для выделения переносного ускорения полагаем относительные 
координаты х ' , у', г' постоянными. Тогда не обратятся в нуль только 
четыре первых слагаемых правой части. Ускорение в переносном 
движении 


а п 


0 . 2 Гр 

аі 2 


+ х' 


а 2 г 

аі 2 


+ 


ІІ 

АІ 


+ 2' 


а 2 к' 

аі 2 ' 


Первое слагаемое представляет часть переносного ускорения, обус- 
ловленную поступательным ускоренным движением системы, и сов- 
падает с ускорением начала координат О', остальные три слагаемых 
представляют часть переносного ускорения, обусловленную враще- 
нием подвижной системы координат вокруг точки О'. Пользуясь 
формулами (2.5), преобразуем переносное ускорение: 


а 2 г о 
аі 2 


+ Х'-^-ІШ і'} + у' -^-[со /'] + 2 ' [со к'} 


</Ѵо , 
аі 2 


+ АжА + Аж?] + Аж}] + + 

+ у’ [со [ш /'] ] + г' [(О [<о к'] ] , 


отсюда 


= -чг + [^} 

Производная вектора угловой скорости по времени = е назы- 
вается угловым ускорением. Переносное ускорение 


а гр 

аі 2 


+ [е ?] + [и [ш ?] 


(3.8) 


состоит соответственно из переносного поступательного, переносного 
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вращательного и переносного центростремительного. Вектор центро- 
стремительного ускорения направлен по перпендикуляру к мгновен- 
ной оси вращения. 

Но полное ускорение сложного движения не равно сумме отно- 
сительного и переносного ускорений: в правой части имеются еще 
слагаемые, не относящиеся ни к переносному, ни к относительному 
ускорению. На существование ускорения особого рода в сложном 
движении впервые обратил внимание французский математик Ко- 
риолис. Оставшиеся в правой части члены определяют ускорение 
Кориолиса для сложного движения точки М. Оно равно: 


л _ о( ах ' йі> і а У' ё і' і ёг ' Лк ’\ 

к V ц/ ЧГ + ЧГ ЧГ + ЧГ чг) 


С помощью формул (2.5) ускорению Кориолиса можно придать 
другой вид. Подставляя в последнее равенство значения , 

Цк' 

—г— , имеем: 

аі 



+ 


<1у' у, , Лг' 
сП 1 ^ аі 



Отсюда следует: 

а к = 2[со Уот]. (3.9) 

Как видно из (3.9), ускорение Кориолиса не обращается в нуль 

только тогда, когда ш ф 0 и о 0 т ф- 0, т. е. когда точка находится 
в движении по отношению к вращающейся системе отсчета. Кроме 

того, векторы со и у от не должны быть коллинеарными. Ускорение Ко- 
риолиса направленно перпендикулярно плоскости, определяемой 

векторами іо и у от . 

Для уяснения происхождения ускорения Кориолиса рассмотрим простой пример. 
Пусть точка М движется с постоянной скоростью о ОІ вдоль радиуса диска ОА, вра- 
щающегося с постоянной угловой скоростью о), как показано на рисунке 3.2. Вектор 

угловой скорости о) направлен за плоскость чертежа, и ускорение Кориолиса пт 
(3.9) лежит в плоскости чертежа и направлено перпендикулярно радиусу 0/1 в ст 
рону вращения. Его модуль а К = 2шо 0 т, так как векторы ц от и о> взаимно перпен; і- 
кулярны. Относительное ускорение в данном случае отсутствует, так как относитель- 
ная скорость постоянна. Переносное ускорение есть центростремительное (нормаль- 
ное) ускорение точки М при ее равномерном движении по окружности. 

Вследствие изменения расстояния от точки М до оси вращения переносная ско- 
рость, равная юг, изменяется. Приращение переносной скорости за сП секунд состав- 
ляет іоѵотШ, а скорость приращения (оо от равна половине ускорения Кориолиса. 
Нетрудно видеть, что направление ускорения, определяемого изменением переносной 

скорости, совпадает с направлением ускорения а„. Вторая половина ускорения вызвана 

изменением направления ѵ от вследствие вращения диска. Приращение за сП се- 
кунд составляет а>ѵ от сИ (см. рис. 3.3). Отсюда ускорение движения вследствие изме- 
нения направления вектора относительной скорости имеет величину шѵ от , также равную 
половине ускорения Кориолиса. 
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Рис. 3.2. 


Рис. 3.3. 


Из приведенного примера видно, что ускорение Кориолиса обусловлено изме- 
нением величины переносной скорости при относительном движении точки во вра- 
щающейся системе (здесь величина переносной скорости зависит от расстояния 
точки до оси вращения), а также изменением направления вектора относительной 
скорости вследствие вращения системы. 

Итак, ускорение в сложном движении равно геометрической сумме 
трех ускорений: переносного, относительного и ускорения Корио- 
лиса, т. е. 

а а = а П а от -|- а к . (3.10) 


В частностных случаях та или иная составляющая ускорения 
может обращаться в нуль. 

3.4. Преобразования Галилея. Важным случаем преобразований 
координат, скоростей, ускорений, рассмотренных выше, является 
следующий: подвижная система движется в неподвижной равно- 


мерно, прямолинейно, поступательно со скоростью ѵ„: 

г = ѵ„1 4- г', 

V = Ѵ П + ѵ' ■ 


(3.11) 


Физически этот случай замечателен тем, что если нештрихованная 
система инерциальна, то инерциальна и штрихованная. В рассматри- 
ваемом случае (без ограничения общности в силу изотропии прост- 
ранства и равноправия всех декартовых осей) можно выбрать на- 
правления осей Ох и О'х', совпадающие со скоростью движения 

точки О' в системе Оху, обозначаемой V, а за начальный момент 
времени принять момент совпадения точек О и О 7 . В таком случае 
(3.1) приводит в декартовых координатах к формулам 

х = х' + VI, у = у', г = г'. (3.12) 

Эти формулы вместе с рассмотренной ранее формулой (3.2) для 
времени I = I' носят название формул преобразования координат 
Галилея. 

Очевидно также, что для скорости в проекциях на оси имеем: 

ѵ х =^Ѵ +^ѵ Х ’, ѵ у - Ѵу,, ѵ г - ѵ г : (3.13) 

Наконец, (3.10) дает: а а = а от , т. е. ускорение является инвариантом 
при преобразованиях Галилея. 
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3.5*. Сложное движение твердого тела 1 . Как уже выяснено 
в § 2, для описания движения свободного твердого тела надо задать 
шесть независимых кинематических уравнений (2.1): три координаты 
полюса хо, уо , го и три эйлеровых угла ф, <р как функции времени. 
Радиус-вектор, определяющий движение произвольной точки 

твердого тела, определяется формулой (3.1): г — г 0 + г'. Далее все 
выводы, сделанные относительно движения точки в штрихованной 
и нештрихованной системах, можно повторить для точки твердого 

тела с координатами х', у', г', с тем лишь условием, что г' — постоян- 
ный вектор в штрихованной системе. Таким образом, будет справед- 
лива формула для скорости точки относительно неподвижной си- 
стемы: 

ѵ = ѵ 0 + [со г'\ (3.14) 

В формуле для ускорений (3.10) исчезнут относительное и кориолисо- 
во ускорения; останется одно переносное: 

« = ^ + [^Г ; '] +•№?]]■ (3.15) 


В общем случае движение твердого тела может быть представлено 
как поступательное движение дополнительной системы координат 
О'хуг с началом в полюсе О' и вращательное вокруг неподвижной 
точки в этой системе. В таком случае в формулах (3.14) и (3.15) пер- 
вое слагаемое относится к поступательному движению, а осталь- 
ные — к вращательному. 

Таким образом, все сказанное в § 2 о движении твердого тела 
применимо к случаю сложного движения. В частности, не только 
скорость, но и ускорение любой точки можно вычислить по заданным 
кинематическим уравнениям, проецируя равенство (3.15) на оси 
неподвижной системы и используя проекции угловой скорости, вы- 
раженные через эйлеровы углы с помощью формул (2.14). 

Однако в большинстве практически важных случаев враща- 
тельное и центростремительное ускорения точки находятся с помощью 
естественного метода. Вращательное ускорение оказывается танген- 

СІѴ 

циальным: а т = — , а центростремительное — нормальным: а п = 


V 

= -д- , так как точка движется по некоторой известной окружности. 

В связи с описанием движения материальной точки в различных 
системах отсчета важную и физически содержательную интерпрета- 
цию получает понятие сложения скоростей и ускорений. Сумма двух 
скоростей трактуется, например, как результат относительного и пе- 
реносного движения в некоторой системе. Поэтому все сказанное 
о сложении скоростей и ускорений может быть перенесено на одну 
из составляющих движения твердого тела — на движение его полю- 


1 Звездочкой отмечен материал, который при первом чтении можно опустить 
без нарушения главной логической линии курса. Однако часть таких параграфов 
необходима далее в последующих разделах и к ним приходится возвращаться. 
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са. Однако вопрос о сложении угло- 
вых скоростей твердого тела не три- 
виален и требует особого анализа. 

Прежде всего математические 
операции сложения и разложения 
угловых скоростей можно тракто- 
вать с точки зрения относительного 

движения. Так, если о» = со ■ + юг, 

то можно считать ші угловой ско- 
ростью переносного движения, т. е. 
угловой скоростью вращения по- 
движной, штрихованной, системы 
в неподвижной, нештрихованной, 

системе, а (02 — угловой скоростью 



Рис. 3.4. 


вращения тела в подвижной системе. Тогда ш — угловая скорость 
тела в неподвижной системе. 

Но при сложении вращательных движений возможны два раз- 
личных случая: мгновенные оси складываемых вращений пересе- 
каются между собой и не пересекаются. В первом случае по обычному 
правилу сложения определяется сумма векторов (вектор угловой 
скорости скользящий; его можно переносить вдоль линии вектора) 
и находится новая мгновенная ось. 

Для анализа второго случая вначале рассмотрим вращение твер- 
дого тела вокруг параллельных осей с равными по величине, но 


противоположными по направлению угловыми скоростями ші = 

= — иг- Такая совокупность угловых скоростей образует пару вра- 
щений. Нетрудно видеть, что пара вращений дает поступательное 
движение. Действительно, пусть А и В — - какие-нибудь точки на 
мгновенных осях составляющих вращений (рис. 3.4). Тогда скорость 
любой точки тела в сложном движении будет равна: 

ѵ = [ш І АМ\ — [ш,ВМ] = [ш,(ЛМ - ВМ )] = [ш \АВ] 

или 


V = [о)2^Д] . 

Следовательно, скорости всех точек тела одинаковы и пара враще- 
ний эквивалентна поступательной скорости: ѵ = [шЛВ] . 

Скорость результирующего поступательного движения перпенди- 
кулярна к плоскости пары векторов ши — ши направлена так, что 
с направлением векторов пары образуют правый винт. Вектор ѵ 
называется моментом пары. Величина момента пары определя- 
ется произведением плеча пары на величину угловой скорости: 

V — ШСІ. 

На рисунке 3.5. показано взаимное расположение векторов пары 
и ее момента. Момент пары есть свободный вектор, так как он пред- 
ставляет собой скорость поступательного движения тела и может 
быть отнесен к любой его точке. 
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со 


Рис. 3.6. 

В^общем случае два складываемых вращения имеют скорости 
і и ш 2 , ^лежащие на скрещивающихся прямых (рис. 3.6). Разлагая 

вектор со 2 на ш' 2 и ю 2 , имеем пару с моментом ѵ = и 

вращение с угловой скоростью со 2 . 

Итак, любое сложное движение тела в любой момент времени 
можно представить как поступательное движение со скоростью 
полюса и вращательное вокруг оси, проходящей через полюс. 

§ 4 . Геометрические преобразования системы координат. 

Векторные и скалярные физические величины 

Ранее подчеркивалось, что координаты материальной точки имеют 
смысл в той или иной системе отсчета. Однако все системы координат 
связанные с одним и тем же телом отсчета, физически равноправ- 
ны. Поэтому желательна такая математическая форма записи физи- 
ческих законов, которая дала бы одинаковые выражения в разных 
системах координат, т. е. была бы инвариантной по отношению к вы- 
бору системы координат. Такой инвариантной формой записи урав- 
нении является векторная форма, т. е. уравнения физики как вектор- 
ные равенства справедливы для любой системы координат. Вектор- 
ная форма записи уравнений широко применяется как в механике 
так и в других разделах физики. В качестве примеров инвариантной 
формы записи можно привести векторные формулы, определяющие 
скорость (1.7), ускорение (1.10) и др. В то же время соответствую- 
ргГзлйчТы ' УЛЫ В Проекциях при Р азлич ном выборе систем координат 

Кроме инвариантности уравнений — сохранения формы записи 
их в разных системах координат, существует инвариантность ве- 
личин — сохранение одного и того же значения в разных системах 
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координат. Например, модуль вектора является инвариантом любого 
преобразования координат, а проекции вектора различны в разных 
системах. г 

Инвариантность уравнений и инвариантность физических вели- 
чин связана не только с выбором той или иной математической 
системы координат, но также и с преобразованиями системы коор- 
динат, возможными благодаря свойствам пространства, рассмотрен- 
ным выше . Так, изотропность пространства позволяет повернуть 
на произвольный угол систему координат как целое вокруг любой 
оси, проходящей через начало координат. Это не влечет за собой 
изменения физических явлений, происходящих в системе. Таким об- 
разом, физические законы должны быть инвариантны относительно 
пространственных поворотов системы координат, что также заложено 
в векторной форме их записи. (В то же время проекции векторов 
зависят от положений осей системы — достаточно вспомнить преоб- 
разование координат точки при повороте осей в геометрии.) 

Физические величины делятся на векторные — проекции их преоб- 
разуются при поворотах и переходах от одной системы к другой 

и скалярные — значения их одинаковы в разных системах и при по- 
воротах системы не меняются. Примером векторной величины служат 
радиус-вектор точки, скорость, ускорение и т. д. Модули всех этих 
величин — инварианты или скаляры преобразования координат. 
Из курса общей физики известно много других скалярных величин- 
масса, электрический заряд, температура и др. 

Кроме поворота, возможен сдвиг системы координат как целого 
вместе с началом системы и осями. В силу однородности пространства 
такой сдвиг (или трансляция) даст физически равноправные систе- 
мы. Но математически сдвиг -для координат всех точек выражается 
равенством 


г = г' + а. 


( 4 . 1 ) 


где а — вектор трансляции. Инвариантность физических формул 
по отношению к трансляции означает, что в них радиус-векторы то- 
чек пространства непосредственно входить не могут. Так, например, 
сила, действующая на материальную точку, определяется взаимными 
расстояниями между взаимодействующими точками; эти расстояния 
к сдвигам инвариантны, инвариантна и сила. Инвариантны также 
к сдвигам в пространстве скорость материальной точки и многие дру- 
гие векторные и скалярные величины, характеризующие физическое 
состояние системы. 

Обратимся к однородности времени. Равноправие всех моментов 
времени означает возможность произвольного выбора начала его 
отсчета, сдвигов или временных трансляций, не влияющих физически 
на систему отсчета и явления в ней. 

На протяжении курса будет выяснено, что симметрии простран- 


Сохранение формы уравнения называется ковариантностью уравнения а 
сохранение величины — инвариантностью величины. Но часто термин инвариант- 
ность употребляют и для величин, и для уравнений. ^ 

3 Курс теоретической физики 
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ства и времени (однородность и изотропность) связаны с законами 
сохранения важнейших физических величин, характеризующих фи- 
зическую систему,— энергии, импульса, момента импульса. 

Познакомимся еще с одним преобразованием системы координат. 
Это в отличие от рассмотренных выше непрерывных преобразований 
(повороты и сдвиги могут быть бесконечно малыми) дискретные 
преобразования пространственной инверсии и отражения времени: I 

х-+х' = —X, у^у'= — у , г-+г' = — г, I I' = —Ц4.2) 

Пространственная инверсия, как видно из рисунка 4.1, экви- 
валентна зеркальному отражению (с последующим поворотом вокруг 
оси Ог на угол я) . 

Естественным является предположение, что системы отсчета Охуг 
и О'х'у'г' (отраженная) физически равноправны, т. е. уравнения 
в них сохраняют форму при инверсии осей. Векторные и скалярные 
уравнения механики действительно обладают этим свойством. Одна- 
ко это не обязательно для любого уравнения; вообще говоря, ска- 
ляры и векторы при инверсии могут изменяться. По отношению к ин- 
версии скаляры делятся на истинные скаляры (или просто скаляры) 
и псевдоскаляры. Истинный скаляр при инверсии осей не изменяется, 
т. е. удовлетворяет следующему условию: 

Ф(х, у , 2 )-^ф(*', у', г') = ф(— х, — у, —г). (4.3) 

Псевдоскаляр при инверсии меняет знак: 

ф(х, у, 2 )-*-ф(х', у', г') = — ф( — х, —у, —г). (4.4) 

Векторы по отношению к инверсии делятся на истинные (поляр- 
ные) и псевдовекторы (аксиальные). Истинный вектор отражается 
при инверсии вместе с отражением осей координат, что видно на 
примере радиус-вектора точки пространства. Для его проекций на 
основании формулы . (4.2) имеем: 


Г х ТгЧ 



Любой истинный вектор при образовании инверсии меняет знаки 
всех проекций на противоположные: 

а,(х, у, г) = —а х ,{ — х, —у, — г) и т. д. (4.5) 

Что касается псевдовектора, то он при отражении пространства 
не отражается вместе с осями. Так, если рассмотреть векторное про- 
изведение двух истинных векторов а и Ь, лежащих в плоскости Оху, 
и произвести инверсию, то из рисунка 4.2 видно, что ориентация 
вектора изменилась в системе на противоположную, т. е. для псевдо- 
векторов справедливы следующие условия для проекций: 

соДх, у, г) = оѵ(— х, —у, —г) и т. д. (4.6) 

Физические величины выражаются как истинными скалярами и 
векторами, так и псевдоскалярами и псевдовекторами. Такие вели- 
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чины, как скорость, ускорение, сила, являются истинными векторами, 
в то время как угловая скорость и угловое ускорение — псевдовекто- 
ры. Часто встречающиеся в механике скаляры — модули векторов — 
являются истинными. Истинные скаляры — масса, электрический за- 
ряд, количество теплоты и т. д. В качестве примера псевдоскаляра 
приведем скалярное произведение истинного и псевдовектора: 

(<вс)= (й х Х + ШуУ + 0) г 2. 


В соответствии с формулами (4.2) и (4.6) (<о г) = — (мѴ). 

Деление величин на векторы и псевдовекторы, скаляры и псевдо- 
скаляры отражает некоторые дополнительные свойства физических 
объектов, особенно характерные в микромире. В классической же 
механике это деление менее существенно. Заметим только, что любое 
векторное или скалярное равенство слева и справа может содержать 
в качестве слагаемых только величины одного и того же смысла по 
отношению к инверсии: истинные скаляры или псевдоскаляры, век- 
торы или псевдовекторы. 

Обратимся, наконец, к отражению времени — преобразованию 
—і. Его не удается интерпретировать как переход к сис- 
теме отсчета с обратным ходом времени, так как подобных систем 
в природе не обнаружено — ход времени однонаправлен. Преобразо- 
вание связывают либо с применением уравнений механики к расче- 
ту положений материальной точки в пространстве в прошедшие мо- 
менты времени, либо (в микромире) с процессами, обратными дан- 
ным по начальным и конечным условиям. 

Векторы, начальная точка которых определена физическими 
условиями и жестко фиксирована, называются приложенными (на- 
пример, вектор силы, действующей на материальную точку). Если 
точка приложения вектора находится где угодно на линии вектора, 
то это вектор скользящий (например, сила, действующая на твердое 
тело). Если началом вектора служит любая точка пространства, то 
это свободный вектор например, радиус-вектор. 67 
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В школьном курсе физики кинематика 
излагается в настоящее время в вектор- 
ной форме. Основное упрощение, которое 
здесь делают, состоит в том, что понятие 
радиус-вектора как функции времени, т. е. 
кинематическое уравнение в общем виде, не 
рассматривается. Вместо радиус-вектора 


Рис. 4.3. 


вводят вектор перемещения $, соединяю- 
щий начальное положение движущейся 
точки с положением ее в некото- 


рый момент времени I. Связь вектора перемещения и радиус-вектора видна из 
рисунка 4.3, откуда следует, что з = 7 — г 0 ; и далее ѵ = - Г 



ростъ движения точки может быть определена через вектор перемещения 

Надо со всей определенностью подчеркнуть, что нет никакого смысла применять 
векторную форму записи кинематического уравнения в частных случаях движения 
так как для любого конкретного движения исчерпывающими являются формулы в 
проекциях или в естественной форме. В современных школьных учебниках это 
обстоятельство не учитывается. Пишутся, например, векторные уравнения для одно- 
мерного движения. 7 

В кинематике вводится понятие о сложном движении точки. Смысл понятия 
сложного движения тесно связан с относительным характером движения: сложное 
движение по определению состоит из заданного движения точки в некоторой движу- 
щейся системе и движения этой системы в неподвижной. Однако в курсах физики 
часто говорится о том, что тело (или материальная точка) участвует в нескольких 
движениях, в связи с чем формально складывают или разлагают на составляющие 
векторы скорости и ускорения. 

И в школьном курсе физический смысл сложения и разложения скоростей и уско- 
рений, как правило, не выясняется: дело сводится к формальной математической 
операции сложения и разложения векторов. Между тем выражения типа «тело 
участвует в нескольких движениях», «имеет составляющие скорости» и т. д. без 
выяснения сути дела неясны, так как по определению у тела в заданной системе 
одно движение, одна скорость, одно ускорение. 

Выяснение соответствующего круга вопросов — важная и трудная методическая 
задача, разрешаемая с помощью понятия об относительном характере механического 
движения, т. е. с помощью неподвижной и движущейся систем координат. 


ГЛАВА II. ДИНАМИКА МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ 


Если до сих пор мы изучали различные движения тел как за- 
данные или происходящие, рассматривали без выяснений условий, 
при которых осуществляется то или другое движение, то теперь 
наша задача состоит именно в выяснении причин, побудивших те- 
ло двигаться равномерно, ускоренно (по прямолинейной или кри- 
волинейной траектории) и т. д. Раздел механики, в котором изу- 
чаются причины движения, называется динамикой. В отличие от 
кинематики, где движение описывается только с помощью коорди- 
нат, скоростей и ускорений, в динамике вводятся и другие вели- 
чины, характеризующие взаимодействие тел: сила, масса, энер- 
гия и т. д. Именно эти величины определяют характер движения. 
В динамике рассматриваются основные законы механического дви- 
жения, с помощью которых появляется возможность предсказывать 
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характер движения в тех или иных условиях, рассчитывать тео- 
ретически кинематические параметры, создавать необходимые дви- 
жения, управлять механическими процессами. Поэтому с физической 
точки зрения динамика гораздо содержательнее кинематики. 


§ 5. Основные понятия и законы динамики 

5.1. Инерциальные системы отсчета и первый закон Ньютона. 

Понятие об инерциальной системе отсчета известно из курса общей 
физики. Инерциальной является система, в которой соблюдается 
закон инерции: изолированная материальная точка, т. е. не взаи- 
модействующая с какими-либо материальными объектами, нахо- 
дится в состоянии покоя или равномерного прямолинейного дви- 
жения. Так как закон инерции выполняется не во всех системах, 
то формулировку его дают и по-другому: в природе существуют сис- 
темы отсчета, в которых изолированная материальная точка на- 
ходится в состоянии покоя или равномерного прямолинейного дви- 
жения. Такие системы называются инерциальными. 

Закон инерции называют также первым законом Ньютона. Но 
при этом следует иметь в виду, что сам Ньютон дал несколько 
иную формулировку первого закона (см. § 5.3). 

Из формулировки закона следует, что в инерциальных системах 
невзаимодействующее с чем-либо тело движется без ускорения. 
Что же касается тел, подверженных взаимодействию, то они могут 
двигаться ускоренно. Каждое ускорение обусловлено взаимодей- 
ствием данного тела с другими телами, действием на него дру- 
гих тел. 

Понятие инерциальной системы является идеализацией, так как 
в реальных системах не каждое ускорение движения материальной 
точки удается отнести к взаимодействиям с другими телами. На- 
пример, если ускорение свободного падения на Земле § = 980 см/с 2 
относят к притяжению тел Землей, то изменение этого ускорения 
от экватора к полюсу, имеющее порядок 1 см/с 2 , одним изменени- 
ем притяжения в зависимости от широты места на Земле не объяс- 
няется, оно связано и с вращением Земли. Возможность замены той 
или иной реальной системы моделью — инерциальной системой 
определяется величиной изучаемых взаимодействий и степенью точ- 
ности измерений. 

Так, система отсчета, связанная с Землей, не является инер- 
циальной: в ней имеет место ускорение, обусловленное вращением 
Земли, а не действием других тел на рассматриваемое движущееся 
тело. Однако если это ускорение мало по сравнению с ускорениями, 
вызванными взаимодействием с телами, то Землю принимают за 
инерциальную систему. С высокой степенью точности инерциальной 
является другая реальная система отсчета — гелиоцентрическая; 
центр ее следует совместить с центром Солнца, а оси той или иной 
системы координат направить на отдаленные (неподвижные) звез- 
ды. В этой системе изучается взаимное движение Солнца и планет, 
космических кораблей и станций. 
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5.2. Сила и масса. Основным понятием, отражающим в механи- 
ке физические условия, в которых находится материальная точка, 
является понятие силы. Материальная точка в реальных системах 
тел не является изолированной, она взаимодействует с другими 
телами, другими материальными точками. Взаимодействия могут 
быть разными по своей физической природе, но влияние на дви- 
жение материальной точки любых взаимодействий одинаково — 
материальная точка получает ускорение движения. Поэтому оказы- 
вается возможным, не вникая в природу взаимодействий, оха- 
рактеризовать их механический эффект, вводя физическую вели- 
чину — силу р. 

Рассмотрим систему двух материальных точек, взаимодейст- 
вующих между собой. В результате взаимодействия точки движут- 
ся с ускорениями. Если фиксировать внимание на изменении ско- 
рости одной точки, то можно увидеть, что ускорение ее вызвано 
действием другой. Это действие и характеризуется силой. Поскольку 
в данном случае единственный механический эффект (проявле- 
ние силы) состоит в ускорении, то количественную характеристи- 
ку силы можно установить по величине вызываемого ею ускорения, 
постулируя зависимость между силой и ускорением: сила, дейст- 
вующая на материальную точку, пропорциональна придаваемому 
точке ускорению : 


(5.1) 


Р — к\а , 

где к\— коэффициент пропорциональности. 

Выбирая теперь некоторое тело в качестве эталона, используе- 
мого для измерения силы, и выбирая некоторую силу в качест- 
ве единичной, устанавливаем, измеряя вызванное ускорение, вели- 
чину и размерность к і: 


кх 


1 ед. силы 
а 


[*'.] 



Далее, располагая эталонным телом с известным к\ измеряем 
с помощью формулы (5.1) любые силы. 

Правомерность введения постулата (5.1) подтверждается 
прямыми экспериментами. Располагая значениями сил, измеренны- 
ми с помощью одного избранного тела, можно убедиться, что 
сила пропорциональна ускорению для любого тела (разным телам 
соответствуют различные коэффициенты йі). 

Механический эффект физических взаимодействий может быть 
и другим тела при взаимодействии с другими телами получают 
деформации. Величина наблюдаемой деформации упругого тела- 
эталона, находящегося в равновесии, также может служить мерой 
для силы. Силу считают пропорциональной абсолютному удлинению 
при упругой деформации и направленной по направлению вектора 
удлинения: 


— ► 
Р 


= кі\1. 
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(5.2) 


Выбирая некоторое упругое тело (пружину) за эталонное и вы- 
бирая некоторую силу в качестве единичной, устанавливаем значе- 
ние и его размерность: 

и 1 ед. силы ,, , [Я 

^ 2 = Ш , [Ы = Щ- 

После этого оказывается возможным измерить любую силу с 
помощью данного упругого эталона по формуле (5.2). Единицы силы 
здесь будут иными, нежели при измерении по (5.1). 

При измерении сил через ускорения опираются на динамическое 
проявление силы, а когда измеряют силу по деформации — на ста- 
тическое. Любым из указанных способов можно установить вектор- 
ный характер силы и выбрать единицы измерения. 

Объективный характер закономерностей (5.1) и (5.2) подтвер- 
ждается также следующим важным обстоятельством: если силу 
измерять с помощью (5.1), то (5.2) выступает как эмпирический 
закон, и наоборот. 

Итак, сила есть векторная физическая величина, характеризую- 
щая действие на тело других тел, в результате чего тело получает 
ускорение или деформируется. 

Векторный характер силы тесно связан с правилами сложения 
нескольких сил, одновременно действующих на тело, т. е. с заменой 
нескольких сил одной, вызывающей то же физическое действие, что 
и несколько исходных. Эти правила являются обобщением опыта и 
подтверждают, что сила — вектор, так как силы складываются как 
геометрические векторы. (Более подробное обсуждение сложения сил 
нам удобно провести несколько' позже.) 

Зная способы измерения ускорения и силы, устанавливаем, что 
величины ускорений, получаемые разными материальными точками 
под действием одной и той же силы, различны. Свойство тел — мате- 
риальных точек — по-разному реагировать на действие одной и той 
же силы называется инертностью. Мерой инертности материальной 
точки является ее масса т. Определим инертную массу, постулируя 

зависимость ускорения при некоторой выбранной силе Р от массы пк 



Для двух тел, испытывающих действие одной и той же силы, полу- 
чим: 


т 2 а і 

т\ а 2 


(5.4) 


Массы материальных точек обратно пропорциональны модулям 
ускорений, получаемых точками под действием одной и той же силы. 

Выбирая эталон массы, с помощью формулы (5.4) оказывается 
возможным измерять массу тел. Полагая в (5.4) пг\ = 1 ед. массы, 
получаем: 

т .2 = 1 ед. массы-— . 

#2 
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В правомерности постулированной зависимостй (5.3) убеждает 
распространение ее на любые силы; при определении массы фикси- 
ровалась некоторая постоянная сила, опыт же показывает, что при 
действии любой другой силы на тела с измеренной ранее массой 
обратная пропорциональность ускорения и массы выполняется. Со- 
отношение (5.4) поэтому справедливо для любой силы. Таков пер- 
вый способ измерения массы — сравнение ускорений. Измеренная 
этим способом масса носит название инертной. 

Существует и второй способ измерения массы — взвешивание 
тел. Здесь сравнение массы тела с массой эталонов — гирь — про- 
изводится путем сравнения сил притяжения тел к Земле. По сущест- 
ву измеряется не инертная масса, а другая величина — тяжелая 
масса. Однако равенство инертной и тяжелой масс (при одном 
и том же выборе единиц) в настоящее время экспериментально уста- 
новлено с высокой степенью точности. 

Экспериментальные сведения о массе тел, которые получены 
в различных разделах физики, позволяют сделать заключение, что 
масса — величина скалярная (истинный скаляр), всегда положи- 
тельная, обладает свойством аддитивности. Для изолированной 
системы справедлив закон сохранения ее полной массы. 

На аддитивности и сохранении массы в классической механике остановимся 
особо. Постоянство массы при действии силы на тело означает ее независимость 
от скорости движения тела и является экспериментальным фактом, использованным 
при определении массы в формулах (5.3) и (5.4). Закон сохранения полной массы 
изолированной системы как суммы масс входящих в нее тел является для классиче- 
ской механики утверждением тривиальным; в механических процессах тела сохра- 
няют свою индивидуальность, не испытывают каких-либо превращений, связанных 
с изменением массы. Но и в классической механике можно рассматривать механи- 
ческое соединение двух (или нескольких) тел в одно, разделение одного тела на 
несколько частей. Например, два тела можно стянуть болтами, склеить, тело можно 
распилить на части и т. д. Во всех этих случаях выполняется свойство аддитивности 
массы; масса целого равна сумме масс частей. Это утверждение имеет самостоя- 
тельное значение и является обобщением опыта. Но аддитивность массы прибли- 
зительна и справедлива только для классической области движений и взаимодействий, 
т. е. когда рассматриваются макроскопические части тела и г <с. 

В заключение вернемся к зависимости (5.3). Эта зависимость 

между величинами Р, пг и а является одним из важнейших зако- 
нов природы и носит название второго закона Ньютона. Далее 
в курсе проводйтФй его анализ. 

5.3. Законы Н(ійотона. Основные принципы классической меха- 
ники были сформулированы И. Ньютоном (1643—1727) в знаме- 
нитом сочинении «Математические начала натуральной филосо- 
фии» в 1687 г. В честь его творца классическую механику часто 
именуют ньютоновой механикой, а основные принципы механики 
известны под названием законов Ньютона. Приведем формулировки 
законов, данные самим Ньютоном, в переводе академика А. Н. Кры- 
лова. 

Закон I 

Всякое тело продолжает удерживаться в своем состоянии покоя 
или равномерного прямолинейного движения, пока и поскольку оно 
не понуждается приложенными силами изменить это состояние. 
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Закон II 

Изменение количества движения пропорционально приложен- 
ной движущей силе и происходит по направлению той прямой, 
по которой эта сила действует. 

Закон III 

Действию всегда есть равное и противоположное противодей- 
ствие, иначе взаимодействия двух тел друг с другом равны и на- 
правлены в противоположные стороны. 

Первый закон обсуждался нами выше, когда рассматривали 
инерциальные системы отсчета. 

Второй закон является стержнем всей механики. Поскольку 
количество движения, по Ньютону, есть произведение массы тела 

на его скорость, т. е. тѵ, то математическая формулировка за- 
кона выражается формулой: 


а ( тѵ ) _ рр 
<11 КГ ‘ 


(5.5) 


В области нерелятивистских скоростей масса тела является 
величиной постоянной, не зависящей от скорости, поэтому из вы- 
ражения (5.5) имеем: 


или 


т 


йѵ 

1Г 


= кР, 


а = к^. (5.6) 

Формулировку второго закона Ньютона в настоящее время час- 
то дают в соответствии с (5.6) . 

Ускорение движения материальной точки совпадает по направ- 
лению с приложенной к ней силой; по модулю прямо пропорциональ- 
но модулю силы и обратно пропорционально массе материальной 
точки. 

Если все величины взять в международной системе единиц, 
то второй закон Ньютона выразится векторным равенством 

та = Р. (5.7) 

Формула (5.7) может рассматриваться также в качестве ди- 
намического определения силы и служит для выбора ее единицы из- 
мерения — ньютона: 1Н = 1кг • м/с 2 . 

В связи с этим часто поднимается вопрос о сути второго закона: 
является ли он отражением объективно существующей в природе 
зависимости между величинами или только определением силы? 
Но такое противопоставление неправомерно потому, что введение 
какого-либо определения в физике, не опирающегося на объектив- 
ную закономерность, ничего не дает. 

Смысл второго закона и его фундаментальное для всей клас- 
сической механики значение состоит в том, что силу и массу можно 
определить независимо друг от друга, т. е. определить силу, дей- 
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ствующую на тело, не зная его массы, и определить массу, не 
измеряя силы. В таком случае возникает возможность рассчитать 
ускорение, сообщаемое телу данной силой. Возможно решение 
и другой задачи: измеряя ускорение кинематически и определяя 
массу (независимо от силы), вычисляют силу. Те и другие рас- 
четы имеют практическое значение потому, что как сила, так и мас- 
са тел отражают реальные свойства взаимодействия тел, а между 
силой, массой и ускорением объективно существует зависимость. 

В первом и втором законах говорится о теле, считающемся 
материальной точкой: в первом законе оно изолировано от всех 
остальных тел, а во втором — рассматривается действие на него 
другого тела без анализа последствий этого действия для другого 
тела. В третьем законе Ньютона рассматриваются два тела, моде- 
лируемые материальными точками. Точки на расстоянии взаимодей- 
ствуют между^ собой, т. е. действуют друг на друга с некоторыми 
силами. Третий закон Ньютона, или закон равенства действия и про- 
тиводействия, устанавливает характер взаимодействия материаль- 
ных точек. Удобна и следующая формулировка третьего закона, 
в которой использованы введенные ранее понятия материальной 
точки и силы: силы, с которыми две материальные точки действуют 
друг на друга, расположены по прямой, соединяющей точки, равны 
по модулю и противоположны по направлению. 

Эти силы являются центральными. Для центральной силы ли- 
ния силы всегда проходит через некоторую точку — центр, в 'ко- 
тором помещается источник силы — действующая точка. 

Обозначая вектор силы, с которой точка М\ действует на точ- 
ку М 2 , через ^12, а силы, с которой точка М 2 действует на точ- 
ку Мі, через Р 2,і, по третьему закону Ньютона имеем: 

?і,2 = - Рі , і (5.8) 

(точки и векторы сил взаимодействия изображены на рис. 5 . 1 ). 

На практике часто имеют дело с системой взаимодействующих 
между собой материальных точек, число которых больше двух. 
Возникает вопрос: каковы законы совместного действия несколь- 
ких точек на рассматриваемую? Ответ на этот вопрос дает прин- 


"і 



74 


цип независимости действия сил, или принцип суперпозиции сил, 
который является необходимым дополнением законов Ньютона: ус- 
корение, получаемое материальной точкой при одновременном дей- 
ствии на нее нескольких сил, равно геометрической сумме ускоре- 
ний, получаемых точкой при действии каждой из этих сил в от- 
дельности. 

Из принципа суперпозиции следует, что равнодействующая 
сила, т. е. сила, заменяющая действие нескольких сил, приложен- 
ных к точке, равна геометрической сумме векторов этих сил. Пусть 

к материальной точке приложены силы Р\,р2, ... , Рп- По второму 
закону они сообщают точке ускорения: 



Результирующее ускорение в соответствии с принципом суперпо- 
зиции при совместном действии сил 

а — а і +' 02 + ... + а п = -~(Р\ + Р2 + + Р *)• 

Отсюда следует, что равнодействующая сила Р = апг определяется 
формулой 

Р = I Ь ( 5 . 9 ) 

і = і 

Таким образом, векторный характер силы подтверждается этим 
выводом из принципа суперпозиции. Важно отметить, что принцип 
суперпозиции сил является обобщением опытных данных. 

5.4*. Связь первого и третьего законов Ньютона со свойст- 
вами пространства и времени. В первом законе говорится о не 
взаимодействующей с чем-либо материальной точке, т. е. по суще- 
ству о единственной материальной точке во всем пространстве. 
Рассмотрим два положения ее: в точке х\, у \ , г\ в момент време- 
ни 1\ и в точке Х2, У2, 2 2 в момент времени 1 2 . В силу однородности 
пространства и времени переход материальной точки из одного по- 
ложения в другое не может изменить какую-либо физическую ха- 
рактеристику ее, в частности скорость. Отсюда следует, что для 
такой материальной точки единственно возможным является дви- 
жение с постоянной скоростью ѵ (в том числе ѵ — 0 , т. е. покой). 
Легко видеть, что движение с постоянным ускорением невозмож- 
но, так как при нем будет изменяться скорость, что в силу одно- 
родности пространства и времени запрещено. Изотропия простран- 
ства приводит к тому, что при движении по инерции возможно 
любое направление скорости. Итак, закон инерции связан с одно- 
родностью и изотропностью пространства и с однородностью вре- 
мени. 

Обсудим третий закон. Рассмотрим систему, состоящую из двух 
материальных точек. Поскольку пространство и время однородны, 
то силы, с которыми взаимодействуют точки, не могут зависеть 
от координаты точки пространства и момента времени. Но может 
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иметь место зависимость силы от расстояния между точками, т. е. 
Рі - а = причем направление Е,, 2 может быть только совпа- 

дающим или противоположным гі, 2 , так как никакие другие направ- 
ления в силу изотропности в пространстве не выделены. Но это 
и отражено в третьем законе в утверждении о направлении сил. 

аким образом, центральный характер взаимодействия между па- 
рами точек обусловлен свойствами пространства. 

Силы взаимодействия могут зависеть еще от масс точек т, и т 2 . 
Ьсли точки поменялись местами, физическое состояние системы 
а значит и взаимодействие точек, не изменится благодаря зеркаль- 
ной симметрии пространства (см. рис. 5.1). Единственная возмож- 
ность сохранения картины сил при отражении — выполнение ра- 
венства: Р і2 = Р 2 ,і. Это — вторая часть формулировки третьего 
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Таким образом, третий закон Ньютона связан с однородностью 
изотропностью и зеркальной симметрией пространства. Кроме того 
он связан с механической моделью мгновенной передачи взаимо- 
действия между точками системы: силы равны лишь при условии 
что второе тело мгновенно реагирует на изменение расстояния 
до первого, т. е. взаимодействие передается с бесконечно боль- 
шой скоростью. 

5.5. Механическая концепция взаимодействия и силы в меха- 
нике. Изучение природы сил не входит в содержание механики 
и выполняется в других разделах физики. По данному вопросу 
можно высказать только самые общие соображения, вытекающие 
из модели материальных объектов и модели взаимодействия между 
ними, принятых в механике и составляющих основу механической 
концепции. Сведем сейчас воедино сведения, уже приводившиеся 
ранее по этому вопросу, т. е. изложим механическую концепцию 
движения и взаимодействия. ц 

Исходной для механики является система материальных точек 
в пустоте, связанных взаимодействием, мгновенно передающим- 
ся от одной точки к другой, т. е. дальнодействием. Силы взаимо- 
действия, возникающие между двумя точками в любой их паре 

Нькэтона іеНТРаЛЬНЫЙ характер и подчиняются третьему закону 

Под действием сил возможен единственный механический эффект 
в системе: движение ее точек с ускорениями, определяемыми фор- 
мулой второго закона Ньютона. ѵ 

Перейдем от взаимодействия между парами точек к понятию 
силового поля. Рассмотрим равнодействующую сил, действующих 
на некоторую точку в системе со стороны всех остальных Так 
как каждая из составляющих сил зависит от расстояний рассмат- 
риваемой точки до других точек, а эти расстояния - от положения 
рассматриваемой точки в^ пространстве, то величина равнодей- 
ствующей будет функцией координат материальной точки т е 
Р = Р (г). ’ .' 
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Если рассматривать теперь одну движущуюся точку, испытываю- 
щую на себе действие сил со стороны других движущихся точек, 
то очевидно, что силы окажутся зависящими от времени, так как 
положение других точек изменяется, т. е. вектор силы в общем 
случае может быть функцией координат и времени: 

Р=*р(г,І).- (5.10) 

Таким образом, рассматривая равнодействующую системы сил, 
действующих на отдельную точку, мы приходим к понятию силового 
поля — это пространство, в каждой точке которого на движущуюся 
или неподвижную материальную точку действует сила, зависящая 
от координат точки и момента времени. В данном случае понятие 
силового поля полностью согласуется с механической моделью ма- 
териальных объектов и концепцией дальнодействия, дополняя их 
удобной математической формой описания взаимодействия: вместо 
подробного рассмотрения всех попарных взаимодействий достаточно 
знать или задать силовое поле. Но это поле не материальный объект, 
заполняющий пространство и входящий в механическую систему, 
а вспомогательное математическое понятие. В механике считают, 
что взаимодействуют точки через пустоту, без помощи какого-либо 
переносчика взаимодействия. 

В реальной действительности рассмотренная механическая кон- 
цепция прежде всего охватывает гравитационные взаимодействия: 
с высокой степенью точности сила взаимного притяжения двух 
материальных точек обратно пропорциональна квадрату расстояния 
между ними и направлена по линии, соединяющей точки. Формула 
(5.10) в общем виде выражает силу, действующую на материальную 
точку в гравитационном поле. 

Кроме гравитационных, в природе широко распространены 
электромагнитные взаимодействия. Чтобы материальные точки 
участвовали в них, необходимо снабдить точки электрическими 
зарядами, так что материальная точка будет характеризоваться 
двумя скалярными величинами — массой т и зарядом у. Опыт 
показывает, что электромагнитные силы зависят от скорости движе- 
ния точки. В рамках механической концепции силы взаимодействия 
двух точек могут зависеть, кроме расстояния между ними, еще от 

модуля относительной скорости их движения, т. е. 2 = Р {г\, 2 , ѵ\, г). 

Благодаря изотропности пространства эта сила может быть на- 
правлена только по линии, соединяющей точки. Силы взаимодейст- 
вия зависят от зарядов <71 и < 72 - 

Сменим места частиц, отразив систему в зеркале (см. рис. 5.1). 
Зеркальная симметрия силовой картины возможна только при усло- 
вии: Р 1,2 = —Рі,\. 

Третий закон Ньютона для сил, зависящих от относительной 
скорости, справедлив. 

Рассмотрим равнодействующую сил, действующих в этом случае 
на некоторую точку в системе со стороны остальных точек. Так как 
каждая из составляющих сил зависит от относительной скорости, 
а эта скорость — от скорости движения точки в пространстве, 


77 


то величина равнодействующей будет функцией вектора скорости 

рассматриваемой точки (при неподвижных остальных): Р = р(г, ѵ). 

Если учесть движение остальных точек, то окончательно формула 
приобретает вид: 

Р = Р(г,ѵ,(). (5.11) 

Формула (5.1 1) дает общий вид зависимости механической силы 
действующей на материальную точку, от ее положения в простран- 
стве, скорости и времени. 

К механическим силам относят также силы упругости, трения 
и сопротивления среды, действующие на макроскопические тела. 
По своей природе это электромагнитные силы, обусловленные взаи- 
модействиями между заряженными микрочастицами, входящими 
в состав макроскопических тел. Они возникают при соприкосновении 
тел. Поэтому силы упругости, трения, сопротивления среды называют 
контактными.^ Задача о подробном рассмотрении взаимодействия 
в сложнейшей системе микрочастиц в механике не ставится. Вместо 
этого рассматривается и эмпирически определяется суммарный мак- 
роскопический эффект — упругая сила, сила трения, сила сопротив- 
ления вязкой среды движению тела. Последняя сила оказывается 
зависящей от скорости. Подчеркнем, что для двух тел, взаимодейст- 
вующих посредством контактных сил, третий закон Ньютона спра- 
ведлив. ѵ 

Подводя итог, можем констатировать, что в самом общем случае 
сила (равнодействующая всех сил), приложенная к материальной 
точке, есть векторная функция радиус-вектора точки, ее скорости 
и времени. 

В соответствии с формулой (5.11) проекции силы на оси пря- 
моугольной декартовой системы координат будут функциями коорди- 
нат точки, проекций ее скорости и времени: 

' Рх = Р х {х, у, г, х, у, 2 , І), 

• Ру = Ру{х, У , 2 , X, у , 2 , і), (5.12) 

Рг = Рг (X, у , 2, X, у, 2, (). 

Вид этих функций должен определиться или на основании экспе- 
риментов, или на основании дополнительных физических гипотез 
и теорий. В механике же функциональная зависимость силы от коор- 
динат, скорости и времени предполагается известной, если решается 
задача о нахождении ускорения тела под действием силы. 

5.6. Полевая концепция взаимодействия и ее связь с механической. Если в рамки 
механической концепции укладываются основные известные нам проявления гравита- 
ционных взаимодействий, то электромагнитные взаимодействия описываются ею лишь 
в частных случаях. Что касается сильных и слабых взаимодействий, то они не соот- 
ветствуют механической концепции в главном: для них полностью исключается при- 
менение модели дальнодействия. р 

Механическая концепция не может претендовать на охват всего материального 
мира, т. е. не может быть положена в основу его физической картины. Особенно 
существенный пробел в механической концепции — отсутствие в системе наряду 
с материальными телами материальных полей, взаимодействующих с телами. Поля 
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передают взаимодействие между точками системы с высокой, но не бесконечной 
скоростью с, действуя на точку там, где она находится в поле. Такое взаимодействие 
и называют блиэкодействием. 

Не анализируя природу, свойства и происхождение поля, рассмотрим, к каким 
изменениям представлений о взаимодействии приводит включение поля в механическую 
систему материальных точек. 

Поле непрерывно заполняет пространство. Основное его механическое действие 
заключается в том, чтобы дать ускорение материальным точкам, помещенным в поле, 
это силовое действие. Примером силы, действующей на заряженную материальную 
точку в поле, являются сила тяжести и сила Лоренца. Для сил, действующих в физи- 
ческих полях на материальные точки, справедлив второй закон Ньютона, если дви- 
жение точки существенно не изменяет параметры поля, и точкой моделируется 
макроскопическое тело. 

Рассмотрим две взаимодействующие через поле материальные точки. Первая 
точка создает поле, а вторая — испытывает на себе его действие. Взаимодействие 
передается с конечной скоростью, так что сила, действующая на вторую точку со 
стороны первой в момент времени I, определяется положением (и скоростью) первой 
точки в предыдущий момент времени I — т, т. е. с учетом времени на передачу 

взаимодействия, так называемого времени запаздывания т = Это и нарушает 

равенство действия и противодействия; третий закон Ньютона не выполняется. 
Особенно наглядно объясняется нарушение, если использовать закон сохранения 
импульса (см. §9). 

В чистом виде основная механическая модель материальных объектов — система 
точек — и взаимодействие между ними — дальнодействие — может применяться 
тогда, когда материальное поле, передающее взаимодействие, можно не учитывать, 
заменяя его силовым. Это правомерно, если временем запаздывания можно прене- 
бречь. А последнее возможно, если скорости движения точек ѵ < < с. В таком случае 
точка не успеет за время распространения взаимодействия сместиться, и такой случай 
сводится к мгновенному взаимодействию. Кроме того, поле должно изменяться срав- 
нительно медленно, так, чтобы на протяжении времени запаздывания оно могло 
считаться стационарным. Для этого также нужны условия нерелятивистского дви- 
жения: ѵ < < с. 

Движение макроскопических тел с нерелятивистскими скоростями осуществляется 
в сравнительно слабых и медленно изменяющихся полях — электромагнитном и гра- 
витационном; это движение изучается в механике без применения понятия материаль- 
ного поля. 

Рассмотрим выход, связанный со свойствами микрочастиц, за пределы механи- 
ческой концепции взаимодействия. В механике материальная точка, как подчерки- 
валось ранее, заменяет собой макроскопическое тело или его макроскопическую часть. 
В этом случае оказывается возможным применение бесструктурной модели — точки, 
не обладающей какими-либо направленными в пространстве параметрами. 

Когда же мы имеем дело с микрочастицами, то такие параметры неизбежно 
появляются, например векторы спинов. Из рисунка 5.2 видно, что осевая симметрия 

задачи о двух взаимодействующих точках, обладающих векторным параметром 5, 
нарушена, т. е. силы взаимодействия в принципе могут зависеть от взаимных направ- 
лений векторов 5і, 52, Гі.» и могут быть направлены под углом к гі.г. Иными словами, 
могут существовать нецентральные силы. 

Считается, например, что нецентральная составляющая имеется у сил взаимо- 
действия между нуклонами в ядре. 

Нецентральные силы, хотя и удовлетворяют равен- 
ству Р\, 2 = Р 2 . і, не подчиняются третьему закону Нью- 
тона, так как не лежат на прямой, соединяющей взаимо- 
действующие частицы. Тем самым они выходят за рамки 
механической концепции. 

Наконец, в микромире при очень малых расстояниях 
между частицами — порядка ІО -13 см — все взаимо- 
действия приводят не к ускоренным движениям, а либо 
к взаимным превращениям микрочастиц, либо к образо- 
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Рис. 5.2. 
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ванию из них сравнительно устойчивых систем. В этих случаях механическая кон- 
цепция целиком утрачивает смысл. 

5.7. Принцип относительности Галилея. Преобразования Галилея 
(3.11) служат для перехода от некоторой неподвижной инерциальной 

системы отсчета Охуг к подвижной О'х'у'г': г' — г — ѵоі, і' — I. 

В частном случае выбора осей имеем формулы (3.12): 

х' = х — VI, у' = у, г' = г, I = 

Отсюда следует преобразование скоростей по формулам (3.13): 
ѵ' х - = Ѵ х — V, ѵ'у = Ѵу, ѵ'у = ѵ г , 

которое дает возможность заключить, что материальная точка, 
движущаяся в нештрихованной системе с постоянной скоростью ѵ, 

в штрихованной движется также с постоянной скоростью ѵ', хотя и 
иной по величине. Следовательно, закон инерции справедлив и в под- 
вижной, штрихованной, системе, а эта система является инерциаль- 
ной. Если имеется одна инерциальная система, то все остальные, 
движущиеся в ней равномерно, прямолинейно, поступательно, также 
инерциальны. 

Важные свойства однородности и изотропности пространства и 
однородности времени постулированы в § 1 для некоторой инерциаль- 
ной системы отсчета. В силу линейности преобразований Галилея эти 
и другие названные ранее свойства справедливы для пространства 
и времени в любой инерциальной системе. Все инерциальные системы 
поэтому геометрически эквивалентны. 

Оказывается, что инерциальные системы эквивалентны и физичес- 
ки. Механическая эквивалентность систем отражена в принципе 
относительности Г алилея. В классической механике постулируется, 
что все инерциальные системы отсчета эквивалентны для механичес- 
ких взаимодействий. Другими словами, принцип относительности 
состоит в том, что любое механическое явление происходит во всех 
инерциальных системах по одним и тем же законам, имеющим 
инвариантную форму. Имеются также неизменные величины — 
инварианты преобразований Галилея. Они оказываются особенно 
существенными при изучении движения, так как выражают неизмен- 
ные во всех системах отсчета свойства тел и движений. 

Рассмотрим величины, входящие в формулу (5.7) второго закона 
Ньютона. В соответствии с преобразованиями Галилея ускорение — 

величина инвариантная, как это следует из равенства а — а'. 
По принципу относительности система материальных точек находится 
в одинаковых механических условиях в любой инерциальной системе 
отсчета, т. е. сила, действующая на материальную точку, должна быть 
инвариантом преобразований Галилея. Это видно непосредственно из 
преобразований, если учесть, что согласно механической концепции 
взаимодействия сила определяется в данный момент времени рас- 
стояниями от рассматриваемой точки до других точек и относитель- 
ными скоростями взаимодействующих точек. Так как эти величины 
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инвариантны при преобразованиях координат Галилея, то инва- 
риантна и сила. Например, силы сопротивления среды зависят от 
относительной скорости тела, движущегося в среде, неизменной во 
всех инерциальных системах, и поэтому инвариантны. (Что касается 
электромагнитных сил, действующих на движущиеся с высокой 
скоростью электрические заряды в электромагнитном поле, то они 
имеют разную величину в разных системах отсчета, о чем говорится 
в части II курса.) 

В целом по принципу относительности второй закон Ньютона 
должен быть инвариантен. Для этого необходимо, чтобы масса 
материальной точки была инвариантной величиной, т. е. 

т = т'. (5.13) 

В справедливости этого утверждения убеждает опыт изучения и 
применения движений с нерелятивистскими скоростями: масса не 
зависит от скорости движения тела. 

Итак, второй закон Ньютона не только сохраняет свою форму 
во всех инерциальных системах, но и связывает инвариантные вели- 
чины. То же относится и к третьему закону, и к принципу незави- 
симого действия сил — они справедливы во всех инерциальных 
системах. 

Утверждая, что любое механическое явление (с точки зрения 
разных наблюдателей) во всех инерциальных системах протекает 
одинаково, необходимо иметь в виду именно законы динамики. Ки- 
нематические же характеристики движения — скорость, траектория 
движения, уравнение движения,— как это видно из преобразований 
Галилея, различны в разных системах. 

В связи с существованием множества инерциальных систем 
естественно поставить вопрос о некоторой исходной системе, которая 
была бы абсолютно неподвижной, а все остальные двигались бы в ней 
с определенными скоростями. Такую систему можно назвать приви- 
легированной. Очевидно, что с помощью наблюдения механических 
явлений как-то выделить одну из инерциальных систем нельзя, 
хотя всегда можно найти скорости движения систем относительно 
Друг друга. Однако Ньютон, по-видимому, думал, что неподвижная 
система существует и она связана с «абсолютным» пространством. 
В настоящее время известно, что такое допущение ошибочно, а инер- 
циальные системы физически эквивалентны во всех отношениях, 
т. е. привилегированной или абсолютно неподвижной системы нет. 
Анализ этого важного положения выполняется ниже, в части II, 
а сейчас достаточно учитывать, что выбор неподвижной и подвижной 
систем условен. 


§ Дифференциальные уравнения движения материальной 

точки 

6.1. Две задачи динамики. Рассмотрим одну материальную точку, 
подверженную действию тел или полей. Как было показано в § 5, 
материальная точка находится в силовом поле, описанном форму- 
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лами (5.11) или (5.12). Дифференциальное уравнение ее движения 
в векторной форме согласно равенству (5.7) имеет вид: 

тг = Р (г, ѵ, (). (6.1) 

Это уравнение называется основным уравнением динамики. 
В логическом плане оно может рассматриваться как исходное по- 
ложение — постулат, из которого путем математических преобразо- 
ваний получают как общие следствия и выводы классической ме- 
ханики, так и решения множества ее конкретных задач. Это ядро 
динамики материальной точки. 

Основной постулат динамики в форме дифференциального уравнения проясняет 
связь между определением силы и вторым законом Ньютона. Его суть в том, что 
все механические движения подчиняются уравнению (6.1), где т — скалярный 

параметр, характеризующий свойства материальной точки, г — радиус-вектор, 

ар— некоторая однозначная, конечная, непрерывная функция координат, скорости 
и времени. Постулируется именно этот общий вид уравнения. А то, что правую часть 
называют силой, ничего от объективности закона движения не отнимает. Для при- 
менения уравнения (6.1) существенно, что сила может быть определена независимо. 

С помощью уравнения (6.1) ставятся и решаются две важнейшие 
задачи, которые рассмотрим подробнее. 

Первая задача: задано движение материальной точки с извест- 
ной массой т, т. е. задано кинематическое уравнение движения (1.2): 

г = г ( і ). 

Требуется определить силу, приложенную к точке. 

Пусть движение точки задано уравнениями в декартовых коорди- 
натах, т. е. формулами (1.2^: * = х(і), у = у(1), г = г((). Рассмат- 
ривая основное уравнение (6.1) также в декартовых координатах, 
имеем: 

тх = Р х , ту = Р у , тг — Р г . (6.2) 

Дифференцируя (1.2) по времени дважды и подставляя х, у, г — 
проекции ускорения в (6.2), получаем некоторые функциональные 
зависимости для всех проекций силы: 

Р х = Р х (/), Ру = Ру (/), Р г = Р г (і ( ). 

С помощью решения первой задачи может быть найдено силовое поле (5.12), 

в котором движется материальная точка. В каждый момент времени сила Р вычис- 
ляется по формулам (6.3), но из кинематических уравнений (1.2) известно и положе- 
ние точки в пространстве. Следовательно, можно в принципе определить значение 
силы в различных точках пространства, найти зависимость силы от координат. 

Первая задача оказывается относительно простой, она требует 
применения методов только дифференциального исчисления и всегда 
имеет решение. 

Вторая задача: известно силовое поле, в котором движется 
материальная точка. Требуется определить движение точки. 

Пусть сила как функция координат, скорости и времени задана 
в декартовых координатах в виде (5.12). Тогда искомыми будут 
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координаты х, у, г движущейся .материальной точки как функции 
времени. Проецируя основное уравнение (6.1) на оси декартовых 
координат и используя известные функции (5.12) для силы, получаем 
систему уравнений: 



(6.3) 


Неизвестные координаты точки х, у, т. как функции времени входят 
в эти уравнения вместе со своими первыми и вторыми производными 
по времени. Для решения задачи требуется решить систему диффе- 
ренциальных уравнений (6.3), называемых ньютоновыми дифферен- 
циальными уравнениями движения, и найти неизвестные функции 
х{і\ у(1), г{1). 

Проекции силы могут быть заданы не обязательно в декартовых 
координатах. Для этой цели может быть использована любая под- 
ходящая система координат. Например, в полярных координатах на 
плоскости должны быть указаны проекции вектора силы на направ- 
ление радиус-вектора и на перпендикулярное ему направление как 
функции полярных координат точки, ее скорости в полярных коорди- 
натах и времени. Для получения дифференциальных' уравнений дви- 
жения в полярных координатах основное уравнение динамики (6.1) 
нужно спроецировать на направления полярных осей, приняв во вни- 
мание известные выражения (1.18) для проекций ускорения. Имеем: 

(т(г- гср 2 ) = Г г (г, ф, г, ф, і), 

I т (2г<р -(- г ф) = Гу (г, ф, г, ф, і). 

Если сила задана в проекциях на оси естественного трехгранника 
(см. рис. 1.6), то основное уравнение (6.1) проецируется на эти оси 
и система дифференциальных уравнений движения будет следующей: 


Г 


(6.5) 


Р 


О 


Для того чтобы написать дифференциальные уравнения дви- 
жения, как это видно из приведенных примеров, необходимо знать 
выражения для проекций ускорения на оси выбранной системы коор- 
динат. Существует общий метод, позволяющий единообразно на- 
ходить дифференциальные уравнения движения в произвольной кри- 
волинейной системе координат. Он рассматривается ниже, в главе VI. 

6.2. Особенности общего решения второй задачи динамики 
материальной точки. Вторая задача динамики приводит к сложной 
математической проблеме интегрирования системы дифференциаль- 
ных уравнений и часто представляет больший интерес для практи- 
ки, нежели первая. Основное содержание динамики точки и состоит 


83 


в разработке методов решения второй задачи. В этом параграфе 
обсуждается общее решение этой задачи. 

Изучение способов решения системы дифференциальных уравне- 
ний входит в курс математического анализа. Порядок каждого 
дифференциального уравнения в системе определяется порядком 
наивысшей производной, входящей в уравнение. При движении 
свободной точки порядок каждого из трех уравнений равен двум. 
В конкретных случаях уравнения интегрируются различными спо- 
собами, но общее решение системы имеет вид: 


х = х (и Си Сг, С з, С 4 , Се, Сб), 

У — У (I, С і, Сг, Сз, С 4, Се, Се), 

г — 2 (^> Сі, Сг, С3/С4, Се, Се). 


( 6 . 6 ) 


Здесь х, у, г — найденные, т. е. известные, функции указанных 
переменных, а С і, Сг, ... Се — произвольные постоянные. 

В простейших случаях переменные в дифференциальных урав- 
нениях (6.3) разделяются и процесс решения сводится к по- 
следовательному взятию двух неопределенных интегралов (квадра- 
турам). 

Поэтому общее решение иногда называется интегралом уравне- 
ний, хотя в общем случае решение к квадратурам и не сводится. 

Наличие произвольных постоянных в общем интеграле показы- 
вает, что он представляет не конкретное движение, а дает кинема- 
тические уравнения целого непрерывного семейства движений с оди- 
наковыми ускорениями. 

Отсюда следует, что задание силы еще не определяет однозначно 
движения материальной точки. Под действием одной и той же силы 
материальная точка может совершать любые движения из семей- 
ства, описанного формулами (6.6). Для того чтобы вторая задача 
имела определенное решение,. необходимо указать добавочные усло- 
вия, называемые начальными. 

Начальные условия указывают для некоторого момента времени, 
обычно / = 0; это положение точки и вектор ее скорости (откуда и 
с какой скоростью начинает двигаться точка). Аналитически началь- 
ные условия записываются следующими равенствами (при решении 
задачи в декартовых координатах) : 



(6.7) 


Наличие начальных условий позволяет найти единственное дви- 
жение, удовлетворяющее поставленным требованиям, для чего необ- 
ходимо только выразить шесть произвольных постоянных в общем 
интеграле через начальные координаты и скорости точки, указанные 
в равенствах (6.7). Заметим, что значения координат в общем реше- 
нии справедливы для любого момента времени, в том числе и для 
момента I = 0. Положив в системе (6.6) / = 0 и приняв во внимание 
первую группу начальных условий, можем написать следующие три 
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алгебраических уравнения, которым должны удовлетворять произ- 
вольные постоянные: 

( Хо = Хо (0, Си С 2, Сз, С 4, С 5 , Сб), 

{ Уо — Уо (О, С,, С 2 , Сз, С4, С5 , Сб), ( 6.8) 

( 2 о = 2о (О, С,, С 2 , Сз, С4 , Сб, Сб). 

Для составления недостающих трех уравнений возьмем производ- 
ные по времени в обеих частях равенств (6.6): 

х = х(і, С и С 2 , Сз, С4 , Сб, Сб), 

У = У (и С і , С 2 , Сз, С4 , Сб, Сб), (6.9) 

■ 2 = 2 (С С і , Сг, Сз, С4 , Сб, Сб). 

В полученных уравнениях х, у , г суть известные функции указан- 
ных аргументов. Уравнения определяют проекции скорости в любой 
момент времени. Выписывая их для момента времени / = 0 и прини- 
мая во внимание начальные условия (6.7), получаем три новых 
независимых уравнения для определения произвольных постоянных: 

*о = Хо (0, Си Сг, Сз, С*, Сб, Сб), 

' Уо = Уо(0, Си Сг, Сз, С4 , Сб, Сб), (6.10) 

2о = 2о (0, С,, Сг, Сз, С4 , Сб, Сб). 

В совокупности с уравнениями (6.8) уравнения (6.10) состав- 
ляют систему из шести независимых уравнений для определения 
шести неизвестных произвольных постоянных Сі, С 2 , ..., С 6 . Система 
разрешима. Ее решение выражает произвольные постоянные через 
начальные координаты и скорость точки: 

С| = Сі (* 0 , у о, 2 0 , Хо, У о, 2 0 ), 

Сг — Сг (.Хо, Уо, 20 , Хо, Уо, 2о), 

Сб = С 6 (хо, Уо, 2 . 0 , Хо, Уо, 2 о). 

Подстановка найденных значений произвольных постоянных в 
общее решение уравнений движения (6.6) дает частное решение 
системы дифференциальных уравнений движения; это искомые кине- 
матические уравнения движения материальной точки: 

X = /,(*, Хо, Уо, 2о, Хо, Уо, 2о), 

У = Ні, Хо, Уо, 2о, ХО, Уо, ко), 
г = /з {I, Хо, у о, 2о, Хо, У 0 , іо). 

Таким образом, вторая задача динамики оказывается полностью 
решенной. 

Для пояснения приведенных общих соображений по решению 
задачи далее рассмотрены примеры, в которых все выкладки дово- 
дятся до конца. Но в большинстве случаев дифференциальные 
уравнения движедия не могут быть проинтегрированы и не может 
быть получено точное решение задачи. Заметим, что для практики 
это обстоятельство не имеет решающего значения, так как при- 
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ближенное решение всегда можно получить с требуемой точностью, 
особенно в век электронно-счетных машин. 

Во многих случаях полного решения второй задачи не требуется. 
Достаточным оказывается установление некоторых отдельных 
свойств движения точки. В таких случаях решение задачи по приве- 
денной выше схеме нецелесообразно. Вместо полного решения здесь 
может оказаться достаточным знание некоторых первых интегралов 
движения. В первые интегралы входят еще первые производные 
по времени от координат, т. е. решение дифференциальных уравне- 
ний выполнено не до конца (см. примеры 6.1 — 6.6). Рассмотрим 
смысл первых интегралов. Общее решение, выраженное форму- 
лами (6.6), и три уравнения (6.9), получающиеся из него в резуль- 
тате дифференцирования по времени, можно рассматривать как 
систему уравнений относительно шести неизвестных констант С ь С 2 , 
..., С 6. Предположим, что ее решили. Решения имеют вид: 


С 1 = <рі(*. У , 2, X, у, 2, (). 
с 2 = (рг(х, у, 2, X, у, г, і). 


С 6 — фб(х, у, 2 , X, У, 2 , (). 


Из первых пяти уравнений время і можно исключить, для чего доста- 
точно выразить его через координаты и скорости, пользуясь послед- 
ним уравнением. Тогда результат можно представить в таком виде: 



( 6 . 11 ) 


В силу постоянства левых частей равенств функции ф ь ф 2 , ..., ф 6 , 
зависящие от координат движущейся точки, проекций скорости и, 
вообще говоря, времени, обладают тем свойством, что при движении 
точки сохраняют свои значения неизменными 1 . Они называются 
первыми интегралами движения и выражают законы сохранения 
некоторых величин С. Равенства (6.11) показывают, что существует 
шесть независимых первых интегралов. Любая функция первых 
интегралов также будет (зависимым) интегралом движения. Если 
все шесть первых интегралов известны, то из них можно (без интегри- 
рования) получить полное решение второй задачи динамики точки. 
В самом деле, решая уравнения (6.11) относительно х, у, г, х, у , і, 
получим кинематические уравнения типа х = х(С ь С 2 , ..., С 6 , (), что 
при заданных С і, С 2 , .... С 6 дает частные решения, а при произволь- 
ных — общий интеграл исходных уравнений. 

Знание одного первого интеграла позволяет понизить порядок 
системы дифференциальных уравнений на единицу и тем самым 
упростить ее интегрирование. 

1 Зависимость от времени останется в одном из первых интегралов, т. е. время 
в него входит явно. 
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Знание некоторых интегралов сразу дает ответ на многие частные 
вопросы задачи. Поэтому важнейшей частью динамики точки являет- 
ся установление признаков существования интегралов и их нахожде- 
ние. 

6.3. Принцип причинности в классической механике. Основное 
уравнение динамики (6.1) и общий анализ его решения, выполненный 
выше, позволяют рассмотреть причинно-следственные связи при 
механическом движении. Механическая система состоит из мате- 
риальных точек, координаты и скорости которых определяются в 
каждый момент времени в инерциальной системе отсчета. Состоя- 
ние системы точек в данный момент времени считается заданным, 
если известны координаты каждой материальной точки и ее скорость 
в этот момент. Кроме того, должны быть известны массы материаль- 
ных точек. Разъясним, почему координаты и скорости определяют 
состояние. 

Сила, действующая на каждую точку в системе, определяется 
в данный момент времени і взаимными положениями всех точек и их 
относительными скоростями. С помощью второго закона Ньютона 
мы можем, зная силы, определить мгновенные значения ускорений и, 
располагая скоростями всех точек, найти положения и скорости их 
в следующий (бесконечно близкий) момент времени I + ді: 

°У-М0 — Ѵі + аМ, Хі+аі = Хі + ѵійі + • 

Затем снова определяются силы, ускорения, скорости и положения 
точек в следующий момент времени и т. д. 

Таким образом, состояние механической системы в некоторый 
момент времени однозначно предопределяет состояние системы в 
любой другой момент времени. 

Такая однозначная связь причины и следствия носит название 
динамической закономерности. Классическая механика принадле- 
жит к группе теорий с динамической закономерной связью между 
причинами и следствиями в механическом движении. Сам же принцип 
причинности в классической механике состоит в том, что состояние 
системы материальных точек однозначно определяется их взаимодей- 
ствием и начальными условиями. Все последующие состояния пред- 
определены предыдущими. 

Принцип причинности может быть распространен и на систему материальных 
точек, включающую в себя физическое поле. Если характеристики поля, задающие 
силу, однозначно определяются положениями и скоростями всех материальных 
точек системы (замкнутой и изолированной), то проведенные выше рассуждения 
справедливы и для этого случая. 

6.4*. Обращение хода времени. Рассмотренное ранее в § 1 свойство однонаправ- 
ленности времени никак не проявляет себя в механике; основное уравнение динамики 
инвариантно относительно обращения или отражения времени, математически опре- 
деляемого подстановкой АІ-+АІ' = — ДЪ Покажем это. 

В простейшем случае чисто механической системы сила, действующая на точку, 

зависит только от взаимного расстояния между точками, т. е. Р (г) — инвариант 
указанного преобразования. Подробный анализ всех механических сил, в том числе 
электромагнитных, показывает, что они инвариантны при обращении времени. Так как 
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ускорение точки определяется второй производной по времени, то оно также инвариант 
указанного преобразования, что непосредственно вытекает из выкладки: 

<1 2 г _ Л ( <іг \ й ( Лг \ и г 7 

Иѵ 7 аѵ \йѵ ) ~ -йі ~1Г * 

Итак, при обращении времени сохраняются форма основного уравнения динамики 


и входящие в него величины. Это отражено в нижеследующих формулах: тг = 

— Г -* т'г' - Р', т' = т, г' = г, Р' = р. 

Очевидно, что инвариантными при преобразовании і = — I являются также и 
первый, и третий законы Ньютона. 

Что же касается скорости движения материальной точки, то, пользуясь ее 


определением ѵ 


иг 

- —— , находим: 
йі 




При обращении времени направление скорости меняется на обратное. 

Сказанное об инвариантности законов механики приводит к выводу об обрати- 
мости механических процессов: если осуществляется некоторое движение, соответст- 
вующее прямому (естественному) течению времени, то возможно и обратное движе- 
ние «движение вспять». При обратном движении материальная точка (система) 
последовательно проходит все положения в пространстве и приобретает противо- 
положные по направлению значения скоростей в обратном порядке. 

Проиллюстрируем обратимость движения простым примером. Пусть в некоторой 
системе К на материальную точку, находящуюся в состоянии покоя, действует 
постоянная сила. В таком случае точка движется по оси Ох равноускоренно в соот- 

аі 2 

ветствии с равенствами ѵ = аі, х 


В системе К' с обращенным временем, где д/' = — д/, сила и ускорение 
остаются теми же, а направление скорости изменяется на обратное. 

Пусть в системе К к моменту времени Іо материальная точка достигла скорости 
Ѵо и находится в точке пространства х 0 . Рассматривая ее движение в системе К' с 
этого момента времени как начального, т. е. I' — 0, имеем: 


х' — Хо — ѴоР Н — ^ — 

Это равнозамедленное движение по оси Ох осуществляется вспять. Таблица, состав- 
ленная для а — 1, <о = 5, наглядно показывает, что материальная точка проходит 
рассмотренные в системе К положения в обратном порядке. 
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Однако сделанное в этом параграфе заключение об 
обратимости механических процессов не может рассмат- 
риваться в качестве свидетельства обратимости времени. 

В природе неизвестны системы отсчета с обратным 
ходом времени, так что одно и то же движение нельзя 
«увидеть» в прямом и обратном порядке. Практически 
обратимость механических движений может быть достиг- 
нута за счет разных начальных условий при действии 
одних и тех же сил, о чем и свидетельствует таблица, 
если ее данные интерпретировать в одной и той же систе- 
ме с одним ходом времени. 

Пример 6.1. Решение задачи на движение мате- 
риальной точки массы т под действием силы тяжести 
вблизи поверхности Земли. 

Для математического оформления задачи необходи- 
мо выбрать систему координат. Хотя в принципиальном 
отношении выбор координатной системы безразличен, не- 
удачный выбор координат практически может сильно затруднить выкладки и истол- 
кование полученного решения. Необходимо стремиться к тому, чтобы проекции силы 
на выбранные оси выражались наиболее просто, для чего можно оси ориентировать 
так, чтобы большее число сил было им либо параллельно, либо перпендикулярно. 
В данной задаче одну из осей декартовой прямоугольной системы следует направить 
вертикально вверх, так как сила тяжести направлена по вертикали. Тогда плоскость 
Оху расположится на поверхности Земли. Для упрощения записи начальных условий 
начало координат поместим в точке, лежащей на одной вертикали с точкой, из которой 
начинает двигаться материальная точка. Ось Ох направим так, чтобы вектор началь- 
ной скорости совпадал с плоскостью Охг. Проекции силы на выбранные оси будут 
Рх — Р у = О, Р, — —т§. Ньютоновы дифференциальные уравнения движения (6.2) 
для нашей задачи имеют вид: 

тх = 0, х = 0, 

ту — 0, у = 0, 

тг = —те, г = — 

Тот факт, что масса точки исключается из дифференциальных уравнений, указы- 
вает на независимость движения от массы частицы. Это характерная особенность 
гравитационных взаимодействий. 

Начальные условия задаются следующими равенствами: 

*І/-о = 0, у\і-о = 0,г|і_о = Л, 

*|,=о = Уосоза, у\і=о = 0,г|і_ 0 = у 0 зіп а. (6.12) 

Здесь Н — высота точки над поверхностью Земли, из которой начинается движение, 
ѵо — начальная скорость, а — угол, образуемый начальной скоростью с горизонтом 
(рис. 6.1). Первый шаг в решении задачи — ее математическая формулировка — 
выполнен. 

Следующим шагом является решение дифференциальных уравнений движения. 
В нашем случае решение элементарно и мы выпишем его без пояснений: 

х — С і, х - Сі( -|- Сз, 

У — Сз, у = Сзі -)- Сз, 

І = е‘ + Сь, г = - ±-е‘ 2 + Сзі + и 

Отсюда видно, что если мы знаем первые интегралы Си Сз, Сз, то далее необходимо 

решить уравнения первого порядка, а если известны и остальные интегралы Сз, Сз, Сз, 
то решение обходится без интегрирования. 

Теперь остается отыскать частное решение, удовлетворяющее начальным усло- 
виям. Полагая в решении, что I — 0, и используя начальные условия — равенства 



Рис. 6.1. 
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(6.12), составляем систему уравнений для нахождения значений произвольных по- 
стоянных: 

носов а = С і , 0 = Сз, оовіп а = Сь, 

О = Сі, 0 = С 4 , Л = С 6 . 

После подстановки найденных решений получаем искомые кинематические урав- 
нения движения точки: 

х = н 0 1 сов а, у = 0, г = 8І 2 + Ѵоі зіп а + Л. 


Подстановка в эти решения когікретных числовых значений А, н 0 и а дает ответ 
на любую задачу баллистики — науки о бросании тел на Земле. 

Пример 6.2. Решение задач на одномерное движение. 

В частном случае прямолинейного движения материальной точки решение второй 
задачи значительно проще. 

Направив ось по траектории движения, получаем только одно дифференциальное 
уравнение: 



Ах 

АІ 



Начальные условия сводятся к двум равенствам: 

Ах 


х\, =0 = Хо, 


чг 


(=0 = Хо . 


Но и здесь дифференциальное уравнение движения лишь в частных случаях 
может быть сведено к интегралам. 

Рассмотрим примеры. 

Пример 6.3. Одномерное движение под действием постоянной силы. 

Дифференциальное уравнение имеет вид: 


АР т 


а. 


Его общий интеграл получается по методу разделения переменных и выражается 
следующей формулой: 


х 2 ~ а * 2 С \1 Сг. 

Движение равноускоренное. 

Пример 6.4. Сила — функция времени. 

Дифференциальное уравнение движения для силы р х = Р ( і ) имеет вид: 


0 



= Р{і) 


и простыми приемами доводится до первых и вторых интегралов: 


А_ 

АІ 



-Р(1) = а((), 
т 


~=\а(()сі( + С, = ѵ(і) + Си 
X = \ѵ(1)АІ + С,і + с 2 . 


Достигнуто решение в виде неопределенных интегралов. 
Пример 6.5. Сила зависит от координаты х точки. 
Дифференциальное уравнение задачи имеет вид: 


А 2 х 

АІ 2 


—Р(х). 

т 
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Делаем подстановку для решения уравнения 


йх 

иг 


и приводим его к виду 


' ~ о, 


а 2 х 

л 2 


сіѵ 

~аГ 


сіѵ йх 
сіх <11 


<1ѵ 

<1х 


ѵсіѵ - — р(х) СІХ. 


Дальнейшее преобразование уравнения понятно без пояснений: 

V = ^-\Р{х)<1х + С, = /(х)/+ С и 


2 
V = 


т 

сіх 

ЧГ 


= Ѵ 2 [^)+с,] , 


сіх 


+ 


I. 


л[^т~+с7] 

Решение также достигнуто квадратурами. 

Пример 6.6. Сила зависит от скорости движения точки. 

Вводим подстановку х = ѵ и записываем дифференциальное уравнение в виде 

. сіѵ 1 

Переменные в уравнении разделяем и производим первое интегрирование: 


\^ = ± +Сі . 

г(ѵ) т 


Цѵ) 

Берем интеграл и получаем новое уравнение с неизвестной ѵ : 

х 


І(о)- 


т 


+ С і 


Разрешаем полученное уравнение относительно ѵ и возвращаемся к старым обо- 
значениям: 

= ф(х,С,). 

Отсюда разделением переменных получаем окончательно общий интеграл уравнения 
движения: 


і- 


СІХ 


<р(*,с,; 


+ Сг = 6 


Если уравнение /( ѵ ) — т + Сі неразрешимо относительно ѵ, поступаем иначе. Пишем 
дифференциальное уравнение движения в виде 

<1ѵ 1 С С \ 

ЧГ=т Р{ -< 


интегрируем разделением переменных: 

, сіѵ 


ттт 1 + С 3 . 

г (ѵ) т 


После взятия интеграла получаем уравнение 


! і( ѵ ) — - + Сз. 
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Исключая из найденных двух уравнений о, находим уравнение, связывающее коорди- 
нату х и время /.Ив этом случае общее решение уравнения движения получено. 
Пример 6.7. Использование первого интеграла. 

Для одномерного движения материальной точки известен первый интеграл: 
„ тх 2 

с = — п — ■ В таком случае 



и задача свелась к уравнению первого порядка. Его решение находится методом 
разделения переменных: 


* + с - 
V т 


Пример 6.8. Использование двух первых интегралов движения. 

Для свободно падающей материальной точки располагаем двумя первыми инте- 
тралами: 

_ тг2 г 

Е = “у + тег, е = — . 


где г — координата по вертикальной оси с началом на поверхности Земли. 
Подставляя г из второго уравнения в первое, получаем: 


Е = 


т§ 2 1 2 

2 


+ тег, 


откуда и следует кинематическое уравнение 



Решение поставленной задачи достигнуто без применения интегрирования 

Методические замечания к материалу § 6. Изучение законов Ньютона в средней 
школе составляет основу курса механики и во многом определяет другие разделы. 
Возможность изучения основного уравнения динамики без использования дифферен- 
циального исчисления обеспечена трактовкой уравнения р = та как алгебраического, 

из которого можно найти а (для частного случая постоянной силы). Однако при 
изучении второго закона возникают серьезные методические трудности, связанные 
с динамическим определением силы. От школьников обычно ускользают тонкости в 
логических рассуждениях, отличающие объективное содержание закона от такого 
же по форме определения силы. Путь преодоления указанных трудностей состоит 
в независимом измерении сил по их статическому действию и в последующем выводе 
о пропорциональности ускорения силе, выполняемом с опорой на опыты. Динами- 
ческое же определение силы и единицы силы можно ввести после изучения второго 
закона. То же относится и к массе тела, и к третьему закону Ньютона. Допустимо 
для разграничения третьего закона и определения массы измерять массу взвешива- 
нием, а с определением массы через ускорение познакомиться после изучения третьего 
закона. г 

Правомерность такого подхода обусловлена объективным законом природы — 
эквивалентностью тяжелой и инертной массы люббго тела. 

В школьном курсе игнорируется принцип суперпозиции сил. Вместо него фигури- 
рует рассуждение: поскольку сила — величина векторная, то силы складываются 
геометрически. Но векторный характер сил при их динамическом определении вытекает 
только из принципа суперпозиции. Поэтому вопросу о сложении сил следует уделить 
особое внимание, тем более что статика как самостоятельный раздел в настоящее 
время в школе не изучается и представления о векторном характере сил у учащихся 
не сформированы. 
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§ 7. Движение несвободной материальной точки 

7.1. Понятие связей. При анализе понятия механической силы был 
рассмотрен случай, в котором действие на материальную точку всех 
остальных точек системы описано как сила, являющаяся функцией 
координат, скорости и времени. В этом случае точку принято назы- 
вать свободной. Однако при практическом применении уравнения 
движения (6.1) часто встречаются системы, в которых, кроме изу- 
чаемой движущейся материальной точки, имеются движущиеся или 
неподвижные тела конечных размеров, участвующие во взаимодей- 
ствии. В принципе их действие на рассматриваемую точку также 
сводится к силам, возникающим при соприкосновении, — это силы 
упругости, трения. Но задать их заранее до решения задачи о дви- 
жении точки практически невозможно. Проще рассмотреть те очевид- 
ные ограничения, которые накладывают указанные тела на движение 
точки, на ее траекторию, скорость. 

Материальная точка называется несвободной, если ее движение 
ограничено какими-либо дополнительными условиями; уравнения, 
выражающие эти условия, называются уравнениями связей, или 
просто связями. Материально связи осуществляются при помощи 
различных направляющих: рельсов, нитей, стержней и т. д. Незави- 
симо от конкретного устройства связи последняя позволяет точке 
перемещаться по некоторой поверхности или линии, а в самом общем 
случае налагает ограничения на скорость движения точки. 

В механике не учитывают конструктивные особенности связей 
и классифицируют их. по виду аналитических выражений, которыми 
они задаются. Геометрически уравнения связей представляют урав- 
нения поверхностей или областей пространства, ограниченных неко- 
торыми поверхностями. Поверхность, как известно из геометрии, 
задается уравнением 

І(х,у,г) = 0. (7.1) 

Если связь задана этим уравнением, то это означает, что точка может 
двигаться только по поверхности. Такая связь называется удержи- 
вающей. 

Если же связь задана равенством-неравенством [(х, у, г)^.0, то 
материальная точка может двигаться в области пространства, огра- 
ниченной указанной в (7.1) поверхностью. В этом случае связь 
называется неудерживающей. Например, твердый стержень длиной I 
закреплен одним концом в начале координат при помощи шарового 
шарнира, а на втором конце имеет рассматриваемую нами движу- 
щуюся точку. Движение последней будет ограничено удерживающей 
связью х 2 + • у 2 + г 2 = I 2 . 

Если твердый стержень заменить гибкой нитью, движение точки 
будет ограничено неудерживающей связью х 2 4- У 2 4" 2 2 <1 / 2 , запре- 
щающей точке выходить только за пределы сферы радиусом /. 

Далее в курсе неудерживающие связи мы не рассматриваем. 
Дадим классификацию удерживающих связей. (Она распространяет- 
ся и на неудерживающие.) 
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Наиболее простыми связями являются голономные. Это связи, 
задаваемые алгебраическими уравнениями (7.1) или дифференци- 
альными уравнениями, которые после интегрирования сводятся к тем 
же уравнениям (7.1). В свою очередь голономные связи подраз- 
деляются на стационарные и нестационарные. Уравнением (7.1) за- 
дана голономная стационарная связь; в уравнении время в явном 
виде не содержится. Связь осуществляется неподвижной поверх- 
ностью, не изменяющей своей формы. Уравнение }(х, у , г, I) = 0 за- 
дает голономную нестационарную связь и осуществляется движу- 
щейся или деформирующейся поверхностью. Как видим, голономные 
связи зависят только от координат и не зависят от производных 
координат. 

Все остальные связи, уравнения которых задаются дифферен- 
циальными неинтегрируемыми уравнениями, называются неголоном- 
ными. Наиболее сложная связь задается уравнением 

}{х, у, г, х , у , 2 , і) < О, 

т. е. является неголономной, нестационарной и неудерживающей. 
Общий же вид уравнений связи, с которыми мы встретимся далее, 
таков: 

Я*, у, г, () = О (7.2) 

это голономные, удерживающие, стационарные и нестационарные 
связи. 

Уравнения связей показывают, что одна из трех координат точки 
зависит от двух других. Точка при этом имеет только две (из трех 
для свободной) степени свободы. Наложение двух связей, уравнения 
которых /і(х, у, г, і) = 0 и [ 2 (х, у , 2 , і) = 0, оставляет точке только 
одну степень свободы. Таким образом, наложение каждой связи 
уменьшает число степеней свободы на единицу. 

Связи накладывают ограничения не только на координаты движущейся точки 
но и на ее скорость, если даже скорость в уравнение связи не входит. Пусть связь за- 
дана уравнением (7.2). Найдем полную производную от функции / уравнения 

СВЯЗИ 1 

V ^ аі ау а{ а г , щ п 

йі ах аі ^ ау аі + аг аі + аі ~ 

ИЛИ 

?гаа / V = — (7.3) 

Уравнение (7.3) выражает голономную нестационарную связь в дифференциаль- 
ной форме. Градиент направлен по нормали к поверхности, задаваемой уравнением 
связи. Видим, что в случае нестационарной связи скорость точки не перпендикулярна 
вектору градиента. Раскладывая скорость на составляющую по направлению гра- 
диента и перпендикулярные к нему составляющие, лежащие в касательной плоскости 
к поверхности, заключаем, что на модуль последних никаких ограничений связью 
не накладывается. Ограничению подлежит только составляющая, направленная по 
градиенту функции связи. Для стационарной связи, выраженной формулой (7.1), 

вместо (7.3) имеем: щаЗ / ѵ = 0, и вектор скорости лежит в касательной плоскости 

это единственное ограничение, накладываемое на скорость стационарной связью. 
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Реальная (шероховатая) поверхность, которая на движущуюся 
по ней точку действует с силой сухого трения, является голономной 
связью. Сила трения отсутствует, если поверхность идеально глад- 
кая. Кроме приведенной выше классификации, отдельно рассмат- 
ривают так называемые идеальные связи; при движении, ограничен- 
ном ими, работа сил трения равна нулю, и неидеальные связи с 
неравной нулю работой сил трения. 

7.2. Заданные силы и силы реакции. Задача о движении несвобод- 
ной материальной точки по сравнению со свободной видоизменяется 
следующим образом: движение точки ограничено связями и на нее 
(вне зависимости от связей) действуют известные силы, они назы- 
ваются заданными силами. Требуется отыскать кинематические урав- 
нения движения. По своей природе, как уже об этом говорилось, 
действие связей сводится к силам, приложенным к движущейся 
точке. Поэтому при известных уравнениях связи оказывается воз- 
можным подобрать такую добавочную к заданным силу, которая 
влияет на движение точки так же, как и связь. Это положение носит 
название принципа освобождаемости от связей. Добавочные силы, 
заменяющие связи, называются реакциями связей. Физически реак- 
ции связей имеют одинаковую природу с обычными силами. 

Если связь заменить соответствующей силой реакции, точка мо- 
жет рассматриваться как свободная и для нее будет справедливо 
основное уравнение динамики (6.1): 

та = Р + /?. (7.4) 

В уравнение в правую часть добавлен вектор силы реакции связи 

/?. Выделение силы реакции в виде отдельного слагаемого в уравне- 
нии (7.4) вызвано двумя причинами. Во-первых, в отличие от задан- 
ных сил, обозначенных в основном уравнении вектором Р, сила 
реакции связи, как правило, заранее неизвестна. Ее величину и 
направление можно в общем случае установить только после решения 
второй задачи динамики, т. е. когда будет известно движение несво- 
бодной точки. Во-вторых, силы реакции связей по величине и направ- 
лению в существенных чертах определяются заданными силами, 
возникают только при движении и действии заданных сил. 

Если заданных сил нет и точка покоится, то наложение свя- 
зей не может сообщить ей ускорение. Таким образом, силы реак- 
ции связей являются пассивными силами ; они действуют при на- 
личии движения или заданных сил, в противном случае не сущест- 
вуют. Заданные силы можно по этой же причине назвать актив- 
ными. 

Познакомимся с самыми общими свойствами сил реакции. 

Если точка при наложенной связи движется по заданной не- 
подвижной поверхности, то силу реакции всегда можно разложить 

на две составляющие; первая Т направлена по касательной к траекто- 
рии; она называется силой трения, вторая N — по нормали к поверх- 
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ности, называется нормальной реакцией. Итак, 


Я = Т + N. 

Сила трения Т всегда направлена противоположно скорости 
движения точки. 

По закону Кулона для сухого трения сила трения пропорциональ- 
на нормальной реакции: 

Г= — ЬМ-4г~. (7.5) 

I »І 

Коэффициент пропорциональности к называется коэффициентом тре- 
ния. 


Пример 7.1. Составление дифференциальных уравнений несвободной точки 
по заданной поверхности в декартовых координатах. 

Пусть уравнение связи имеет вид: 

/(*> У, г) = 0, (7 0 ) 

т. е. связь является стационарной. 

Для получения дифференциальных уравнений движения основное векторное 
уравнение (7.4) запишем подробнее: 


(7.7) 


та = р N — кЫ — • 

I ѵ | 

Его нужно проецировать на оси выбранной системы координат. 

Так как вектор нормальной составляющей силы реакции связи N направлен по 
нормали к поверхности, то ее проекции на оси координат Ы х , Ы у и находятся умно- 
жением модуля на косинусы углов, которые образует градиент с осями координат. 

Обозначая единичный вектор нормали к поверхности X, имеем- 

Л - 


соз (X і) — 
соз (X /) - 

_л 

соз (А. к) = 


1 


I егаб Я 

1 

I егаб (| 

1 

I 8 га <і Л 


л 

дх 

Л 

ду 

Л 

дг 


Приняв во внимание эти формулы, можем сразу написать дифференциальные 
уравнения движения: 



N 

д/ 


X 


І^гасі Г| 

дх 


V 

ту = Р у + 

N 

д\ 

— кЫ 

У 

І^габ П 

ду 

V 

тг = Р, + 

N 

дІ 


2 

1 е р асі Л 

дг 


V 


Эти дифференциальные уравнения существенно упрощаются в случае идеальных 
связей, для которых касательная составляющая силы реакции (сила трения) равна 
нулю: уравнения не содержат последних членов. 
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Пример 7.2. Составление дифферен- 
циальных уравнений движения материаль- 
ной точки по заданной поверхности в проек- 
циях на касательную к траектории, нормаль 
к поверхности и перпендикуляр к ним. 

На рисунке 7.1 три названных в заго- 
ловке примера направления, принимаемые 
за оси координатной системы, представле- 
ны для точки М на траектории единичными 

векторами іД и р. Через л обозначен еди- 
ничный вектор главной нормали к траекто- 
рии, он расположен в плоскости X и р. При 
проецировании основного уравнения (7.7) 
на указанные оси примем во внимание, что вектор ускорения может быть представлен 
разложением на составляющие по направлениям касательной к траектории и главной 
нормали по формуле 1.19: 



Лѵ 

ИГ 


I ^ 

Т і п. 

р 


Основное векторное уравнение несвободной материальной точки при естественном 
способе описания движения имеет вид: 


/ сіѵ — о 2 — \ ~і — у 

\ИГ Х + — п ) = Р + N — 


Г»І 


(7.8) 


Проецируя последнее уравнение на рассматриваемые оси, получаем следующую 
систему дифференциальных уравнений: 

<іѵ о ...о 
т —г- = Рх — кЫ — з— ., 


<п 


I ѵ | 


Л 


т -р— соз (л Ъ) - + Л7, 

; , А 

т 5Іп (п X) = Рл. 

Р 

Для движения по идеально гладкой поверхности (идеальная связь) уравнения 
упрощаются до вида 

<іѵ г 

т ПГ = р " 

А, 

т -у- соз (л X) = р к -+- N. 

, А 

т - — зіп (л X) = Рк. 

р 

Первое уравнение совсем не содержит силы реакции и определяет закон движе- 
ния точки по траектории. Второе уравнение определяет силу реакции (ее проекцию 

на направление нормали к поверхности). Сила давления /), оказываемого точкой на 
поверхность по третьему закону Ньютона, равна нормальной реакции, а по направле- 
нию противоположна ей: О = — N. Второе уравнение позволяет рассчитать модуль 
силы давления: д 

у 2 -*-*■ 

О = Р\ — т — соз (л X). 

Р 


4 Курс теоретической физики 
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Р>. определяет здесь силу статического давления, второе слагаемое — доба- 
вочную силу динамического давления, обусловленную движением точки. 

. П р и м е р 7.3. Составление дифференциальных уравнений движения материаль- 
нои точки по заданной кривой в декартовых координатах. 

Теперь координаты точки должны удовлетворять двум уравнениям связи: 

/і (*, у, г) = 0, Іг(х,у,г) = О, 

представляющим кривую как линию пересечения двух поверхностей [, и / 2 . Пусть пер- 
вая поверхность действует на точку с силой нормальной реакции (V,, а вторая — # 2 . 

Тогда полная реакция равна их сумме: N = N 1 N 2 . Она и определяет силу трения 
Основное уравнение примет вид: 

та = Р + N1 + Ы 2 — кЫ — . 

V 

Проецируя последнее равенство на оси координат, получим дифференциальные урав- 
нения движения в проекциях: г 



Л7, 

»п 

+ 

N2 

д( 2 

— кЫ 

X 


1 дгаб /і | 

дх 

1 ёгаб / 2 | 

дх 

V 

ту = У + 

А/, 

а/, 


N2 

дІ 2 


У 

1 егаб /і| 

ду 


1 дгаб / 2 | 

ду 


V 

т'і — 1 + 


Ѣ 

+ 

N2 

д\2 

- кЫ 

2 

1 егаб/іі 

дг 

1 ёгаб / 2 | 

йг 

V 


При идеальных связях уравнения упрощаются, так как проекции силы трения (по- 
следние члены уравнений) обращаются в нули. Остаются только проекции заданных 
сил и нормальных составляющих сил реакций связей. 

Пример ТА. Составление естественных дифференциальных уравнений движе- 
ния материальной точки по заданной кривой. 

Проецируем уравнение (7.8) на оси естественного трехгранника т, п и Ь. Получим 
систему уравнений: 


{ йѵ 

т ЧГ = р '- к » 

V 2 

т — = Р« + М,, 
о = Р„ + Ы ь . 



(7.9) 


Если кривая идеально гладкая, то в первом дифференциальном уравнении по- 
следнее слагаемое (проекция силы трения) обращается в нуль. 

Первое уравнение не ^содержит силы нормальной реакции и определяет закон 
движения точки по кривой. Два других уравнения позволяют вычислить величину 
силы нормальной реакции и ее направление в нормальной плоскости. 

В целом, рассматривая движение несвободной точки, имеем дело со смешанной 
задачей динамики: по заданным силам и уравнениям связей определяем кинема- 
тические характеристики движения, а затем и силы реакции связей. 

Методические замечания к § 7. Задачи на движение тел со связями типичны для 
школьного курса физики. Это задачи на движение транспортных средств на поворотах, 
мостах, на движение по наклонной плоскости, вращательное движение и т. д. Хотя 
о связи в школьной версии решения этих задач ничего не говорится, схема их решения 
аналогична рассмотренной нами выше. Рассмотрим примеры таких задач. 

1. Тело массой т из состояния покоя скатывается с наклонной плоскости длиной / 
и высотой к при коэффициенте трения к. Найти ускорение тела и силу давления его на 
плоскость. 

Выбирая ось Ох вдоль наклонной плоскости, по формуле (7.7) имеем согласно 
рисунку 7.2: 


тх = т§ - 


кЫ- 


(«) 
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N 


Рис. 7.2. 



ту = Р, + N - кЫ — (б), 0 = -кЫ—. 

V V 

Учет связи приводит к тому, что у = 0, у = 0, откуда из (б) 


ЛГ = 


\Ру\ = т§- 


I 


(в) 


Используя начальные условия, получаем г = 0, и уравнение (в) удовлетворяется 
тождественно. Уравнение (а) с учетом х = ѵ и найденного значения N позволяет 
вычислить ускорение 


X = 8 — ~ к§ 


I 


и затем написать кинематическое уравнение движения. 

При решении этой задачи в школе фактически используется естественный метод, 
хотя об этом и не говорится. Рассматривается ускорение движения вдоль наклонной 
плоскости и пишется уравнение 

к 


та = тд 


кЫ. 


Оно совпадает с первым из уравнений системы (7.9). Второе уравнение получается 
из условия равновесия точки относительно оси, перпендикулярной плоскости: 

N - т§ V /2 ~ Н * = 0. 


2. Автомобиль идет по выпуклому мосту радиуса /? со скоростью ѵ. Найти силу 
давления автомобиля на середину моста. 

В соответствии с уравнениями (7.9) записываем: 


та .= 0, 
тѵ г 

— = те — N. 


(1) 

( 2 ) 


откуда 


N = те — 


тѵ 2 

~1Г 


а сила давления на мост по третьему закону Ньютона равна по модулю N и противо- 
положна по направлению. В школьной практике составляется только второе урав- 
нение (2) по рисунку 7.3: центростремительное ускорение автомобилю придает равно- 
действующая сил тяжести и реакции моста. 
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§ 8. Движение материальной точки в неинерциальных системах 

отсчета 

8.1. Силы инерции. Основное уравнение динамики точки в форме 
(5.5) , (5.7) , (6.1) записано в инерциальных системах отсчета. Однако 
на практике чаще встречаются неинерциальные системы, в большей 
или меньшей мере отличающиеся от инерциальных. Так, система, 
связанная с Землей, является неинерциальной, и считать ее прибли- 
женно инерциальной можно не для любой задачи. Наряду с инер- 
циальными приходится пользоваться и неинерциальными системами 
отсчета, так как в некоторых случаях их использование оказывается 
удобным. Например, находясь на Земле и рассматривая движение 
и равновесие тел относительно Земли, удобнее учесть неинерциаль- 
ность Земли, нежели пользоваться инерциальной гелиоцентрической 
системой отсчета, в которой Земля движется довольно сложно. 

В общем случае система отсчета может быть связана с телом, 
движущимся произвольно в некоторой инерциальной системе отсчета. 
Для преобразования координат, скоростей и ускорений при переходе 
от нештрихованной инерциальной к штрихованной неинерциальной 
системе нужно пользоваться формулами для сложного движения 
точки: (3.1), (3.2), (3.5), (3.6) — и важными в данном вопросе фор- 
мулами преобразования ускорений: (3.8), (3.9), (3.10). 

Исходной для дальнейших рассуждений является формула сло- 
жения ускорений (3.10): 

а = я' -Ь #п а к , (8.1) 

где а — ускорение материальной точки в неподвижной, нештрихован- 
ной, системе, а' — ее ускорение в движущейся, штрихованной, си- 
стеме, а„ — переносное ускорение, а к — кориолисово ускорение. 

Пусть нештрихованная система является инерциальной. Тогда 
в ней справедлив второй закон Ньютона. Если подставить значения 
ускорения в основное уравнение механики (6.1), то получим: 

та' + та„ + та к = Р. (8.2) 

Это уравнение используют в подвижной неинерциальной системе, 
для чего ему придают форму, подобную второму закону Ньютона: 

та' = Г + ( — та„) + ( — та к ). (8.3) 

Здесь сила выражает действие на материальную точку других тел 
и полей и может быть указана, как и ранее, в виде функции коорди- 
нат, скорости, времени: Р = р(г, ѵ, /). Движение же неинерциальной 
системы ^проявилось в уравнении через дополнительные слагаемые 

та„ и та к . Эти слагаемые кинематически в штрихованной системе 
обнаружены быть не могут. С помощью линейки и часов не могут быть 

измерены ускорения а от и а к , измеряется только а'. Эти слагаемые 
интерпретируются так же, как и первое слагаемое: как силы, прило- 
женные к точке, вызывающие ускорение, входящее в а'. 
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Таким образом, если сохранить для неинерциальной системы 
отсчета формулу второго закона Нютона: произведение массы на 
(наблюдаемое) ускорение равно силе, то — та„ и — та к в (8.3) сле- 
дует рассматривать как особого рода силы. Эти силы называют сила- 
ми инерции. Понятно, что особенность сил инерции состоит в том, что 
они не являются результатом действия каких-либо материальных тел 
или полей на рассматриваемую точку, а являются прямым результа- 
том неинерциальности системы отсчета. 

Введем обозначение для сил инерции: 

/ п = —та п (8.4) 

называют переносной силой инерции, 

/к = — та к - — 2т[юУот] (8.5) 

называют кориолисовой силой инерции. В данных обозначениях ос- 
новное уравнение относительного движения имеет вид: 

та' = Р + Я + Т П + / к ; (8.6) 

здесь учтены силы реакции /? для несвободной материальной точки. 

Если движение неинерциальной системы в некоторой инерциаль- 
ной известно, то дифференциальные уравнения движения материаль- 
ной точки в ней (8.6) составить легко. Обе силы инерции определяют- 
ся по формулам (8.4) и (8.5). На практике отнесение движения к 
неинерциальной системе в ряде случаев позволяет значительно упро- 
стить решение второй задачи динамики. 

Если материальная точка находится в покое по отношению к инер- 
циальной системе, то о 0 т = 0, а' = 0, а к = 0. Уравнение относитель- 
ного равновесия точки будет иметь вид: 

Р + К. + Іп = 0. (8.7) 

Такое уравнение следует применить к любому покоящемуся на 
Земле телу, чтобы определить силу реакции, зная заданную силу 
и учитывая силу инерции. 

8.2. Основное уравнение относительного движения. Напишем ос- 
новное векторное уравнение (8.6) динамики движения в неинерциаль- 
ной системе отсчета более подробно. 

Когда переносное движение представляет совокупность одного 
поступательного и одного вращательного движения, переносная сила 
инерции состоит из трех составляющих, как это видно из форму- 
лы (3.8) . Если переносных движений много, их всегда можно свести 
к указанным двум. Рассмотрим составляющие переносной силы 
инерции, подставляя в формулу (8.4) выражение переносного уско- 
рения (3.8): 

/ п = — тго — т[оэ г’} — т[со[<о г']]. (8.8) 

Видим, что переносная сила инерции складывается из переносной 
поступательной, переносной вращательной и переносной центростре- 
мительной составляющих. 

Кориолисова сила инерции определяется выражением (8.5). Та- 
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ким образом, основное векторное уравнение динамики относительного 
движения материальной точки (8.6) в подробной записи будет иметь 
вид: 


тг' = Р кЫ - тго — т\ со г'1 — 

и _ 1 ] (8.9) 

— т[со[со г'}\ — 2ш[со г') . 

Рассмотрим движение материальной точки относительно вра- 
щающейся вокруг неподвижной точки системы отсчета. Из (8.9) ис- 
чезнет член тг 0 . Для свободной точки уравнение примет вид: 

тг' = Р — т [со г'} — /тг[со[(о г 7 ]] — 2т[со г']. (8.10) 

При равномерном вращении системы переносная вращательная сила 
инерции, содержащая угловое ускорение, обратится в нуль и урав- 
нение (8.10) упростится: 

тг' = Р — т[со[м г'\\ — 2т[ш г']. (8.1 1) 

Наконец, если материальная точка в штрихованной системе по- 
коится, то 

Р + /? = т[ш[(о г']]. (8.12) 

Уравнения (8.10 — 8.12) представляют важные для приложений 
частные случаи уравнения (8.9). 

П р и м е р 8.1. Равновесие материальной точки относительно поверхности Земли. 

Земля совершает сложное движение в гелиоцентрической системе. Это движение 
состоит из суточного вращения Земли с малой угловой скоростью о ж 7,3- ІО -5 с -1 
и годового вращения вокруг Солнца с угловой скоростью, меньшей еще в 365 раз. 
В инерциальной гелиоцентрической системе точка на поверхности Земли за счет суточ- 
ного вращения обладает переносным ускорением, которое нетрудно найти. А зная 
это ускорение, можно решать задачу на определение силы реакции Земли и веса тела, 

пользуясь геоцентрической неинерциальной 
системой, в которой необходимо учитывать 
силу инерции. 

Рассмотрим равновесие точки на по- 
верхности Земли, учитывая только ее суточ- 
ное вращение (так как угловая скорость 
годичного вращения мала, его переносным 
ускорением пренебрегаем). Земля в первом 
приближении представляет собой шар с ра- 
диусом 6370 км. Предполагая массу Зем- 
ли распределенной равномерно по всему 

объему, силу Р ньютонова тяготения, при- 
ложенную к материальной точке, можем 
считать постоянной по величине и направ- 
ленной к центру Земли (рис. 8.1). Угол ф, 
образованный радиусом, проведенным к дан- 
ной точке на поверхности Земли, с плоско- 
стью экватора, называется геоцентрической 
широтой точки. Точка М, участвуя в суточ- 
ном вращении, движется по окружности 
с радиусом р, определяемым формулой 



ю 


Рис. 8.1. 
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р Я со5 ф. Здесь Я радиус Земли. Переносное ускорение точки есть центро- 
стремительное ускорение при движении по окружности. Модуль переносной силы 
инерции, называемой центробежной силой, легко вычисляется: 

/ ц = тш 2 р = пиа 2 Я соз ф. 


Эта сила направлена по^радиусу круга широты, как показано на рисунке. Геометри- 
ческая сумма сил Р и / ц определяет силу тяжести О, приложенную к точке. 

Сила реакции связи Я для покоящейся точки должна уравновешивать силу 
тяжести. Если связь осуществляется при помощи гибкой нити, на которой подвешена 
материальная точка, то в состоянии равновесия нить должна располагаться по 

диагонали параллелограмма, построенного на векторах Р и 7 Ц . Это направление опре- 
деляет отвесную линию в данном месте Земли. Она не направлена к центру Земли.' 
Угол <р, образуемый отвесной линией с плоскостью экватора, называется географи- 
ческой широтой места. к т 

Суточное вращение Земли вызывает отклонение отвесной линии от направления 
к центру Земли. Величина отклонения отвесной линии определяется углом а Найдем 
величину угла ос. 

Из треугольника РОМ (см. рис. 8.1) по теореме синусов пишем пропорцию 

/ а зіп а 

О зіп ф 


Вносим сюда значение / ц и О = тд и получаем: 


со Я соз ф 

І 


ЗІП ф = 


о ) 2 я 
2 ^ 


зіп 2ф. 


(а) 


Приняв д равным 980 см/с на широте в 45°, где отклонение отвесной линии достигает 
наибольшего значения, для а получаем приблизительное значение 6 угловых минут. 

С помощью рисунка 8.1 нетрудно заключить, что сила тяжести и ее ускорение д 
изменяются с широтой места. Для нахождения закона изменения § при изменении 
широты напишем для треугольника РОМ по теореме синусов пропорцию 
О _ тд _ зіп і|) _ 1 

Р тво зіп(я|? + ос) соз ос + зіп ос-сід ф 

Полагаем (в силу малости угла ос) соз а. = 1 и заменяем зіп ос найденным выше выра- 
жением (а): к 

ё = г ° (І + “ і^" 0052 = #>0 + - 3 ^ 9 - с ° з2 Ч 1 ) -1 - 


Разложим это выражение в ряд по формуле бинома Ньютона и, ограничиваясь вели- 
чинами первого порядка малости, получим: в = ?о(1 ^ід С оз 2 ф). 

Таков теоретический закон изменения в с изменением широты, полученный 
для шарообразной Земли. Непосредственные измерения д при помощи маятника при- 
водят к следующей эмпирической формуле: 

8 = 8а( 1 - -у^- С082 ф) • 

Различия в коэффициенте при соз 2 ф приводят к выводу, что Земля в действитель- 
ности не шар. Оказывается, с хорошим приближением ее можно считать эллипсоидом 
вращения. Полярный радиус Земли на 21 км меньше, нежели экваториальный. 
Вследствие этого ньютоново тяготение Р при перемещении от полюса к экватору убы- 
вает, т. е. сплюснутость Земли влияет на ускорение силы тяжести так же как и су- 
точное вращение Земли. 

Пример 8.2. Маятник Фуко. При движении материальной точки относительно 
Земли, кроме центробежной силы инерции, нужно учитывать силу Кориолиса, которая 
направлена перпендикулярно скорости движения точки. Она будет вызывать откло- 
нение частицы от прямолинейного движения (отклонение вправо морских течений 
в северном полушарии, преимущественное размывание правых берегов рек откло- 
нение свободно падающего тела к востоку и др.). 
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Особенно наглядно суточное вращение Земли выявляется при наблюдении за 
движением математического маятника большой длины со сферическим подвесом. 
Плоскость качаний такого маятника медленно вращается в направлении видимого 
движения небесного свода. Это впервые было обнаружено в опыте Фуко, постав- 
ленном в 1850 г. в Париже. Опыт Фуко имел большое значение, так как нанес послед- 
ний удар по геоцентрической системе мира, защищавшейся церковью. 

Напишем дифференциальное уравнение движения маятника, описанного выше, 
относительно Земли. Учитывая малость угла а, пренебрегаем различием между гео- 
графической и геоцентрической широтами. Оси координат выбираем следующим об- 
разом: начало координат помещаем на поверхности Земли на широте ф, где про- 
изводится опыт. Ось Ог направим вертикально вверх, Ох — по касательной к мери- 
диану на юг, ось Оу — по касательной к кругу широты, на восток. Пусть длина 
маятника /, а точка подвеса расположена на оси Ог так, что положение равновесия 
маятника совпадает с началом координат (см. рис. 8.2). На выбранные оси нужно 
проецировать основное уравнение (8.6), которое запишем следующим образом: 

та = О + К — 2т [ш г]. 

Индекс при ускорении опущен и геометрическая сумма силы тяготения и центро- 
бежной силы инерции заменена вектором О, направленным по оси Ог (отклонением 
отвесной линии от радиуса пренебрегаем). Проекции вектора О на соответствующие 


оси таковы: 

0 (0, 0, — т§). 

Вектор силы реакции нити /? направлен по нити к точке подвеса. Обозначая 
через х, у, г координаты маятника, для направляющих косинусов вектора силы 
реакции нити получаем значения: 

х у I — г 

1 ’ Г I 

Обозначим через N величину нормальной реакции нити и тогда для проекций силы 
реакции на оси координат запишем следующие значения: 

г(-*д -лгі.л^рі). 

Проекции вектора угловой скорости вращения Земли, как следует из рисунка, 
таковы: ы( — о> соз ф, 0, со зіп ф). 

Для проекций кориолисовой силы инерции соответственно имеем такие выраже- 
ния: 

/ = 2тшу зіп ф, 

І Ку = — 2т<о (г соз ф + х зіп ф), 

/ = 2тшу соз ф. 


Располагая всеми необходимыми проекциями, запишем дифференциальные урав- 
нения движения маятника Фуко в следующем виде: 

.. х . 

тх — — N — — )- 2ти>у зіп ф, 

' ту = — N -у 2тм (г соз ф + х зіп ф), 

тг = — т§ + N ~~г~ + 2тшу соз ф. 


Эта система уравнений сложна, и решение ее затруднительно. Если мы огра- 
ничимся тем, что рассмотрим только малые колебания маятника, система диффе- 
ренциальных уравнений движения станет проще и позволит довести решение до конца. 
Будем считать отклонения маятника от положения равновесия малыми величинами 


и вычисления проведем с точностью до малых величин: — , 


У_ 

I ' 


Квадратами и более 
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высокими степенями этих отношений пренебрегаем. Тогда легко видеть, что коорди- 
ната г будет величиной высшего порядка малости по сравнению с х и у. Действительно, 
из уравнения сферы, по которой движется маятник, х 2 + у 2 + г 2 = 1 2 следует: 



Таким образом, в сделанном приближении следует считать г = г = г = О, 
т. е. движение маятника, происходит в плоскости хОу. Дифференциальные уравнения 
движения при указанном приближении приобретают следующий вид: 

( тх — — N -у — |- 2ти>у зіп ф, 

т ту = — N 2 тшх зіп ф, 

[ 0 = — т§ -ф N + 2ти>у соз ф. 

Третье уравнение определяет величину нормальной реакции нити маятника. Послед- 
нее слагаемое в нем мало по сравнению с первыми двумя ввиду наличия двух малых 

множителей ш и у, и поэтому им в первом приближении можно пренебречь. Тогда из 
последнего уравнения следует, что натяжение нити маятника постоянно и равно: 

N = тц. 

Внося это значение натяжения в первые два уравнения, получаем уравнения 
движения маятника в плоскости хОу: 

“ X * • 

х = — § - — (- 2шу зіп ф, 

" у • 

У = — § 2шлг зіп ф. 

Для интегрирования этой системы умножим первое уравнение на — у, второе — 
на х и сложим их. Получим: 

ху — ух — — 2ш зіп ф (хх + уу), 
или 

4г ( ху - У*) = 

Введем теперь в плоскости хОу полярные координаты г и # и с помощью формул 
перехода от декартовых координат к полярным последнее уравнение преобразуем 
к виду 

±-(г 2 Ь) = - 2 созіп Ф А(^_). 

Наконец, выполняя интегрирование, имеем: 

г 2 Ь = — со зіп фг 2 + С. 

Наиболее простой характер движения маятника получится при начальном 
условии г | , _ о = 0. Этому условию соответствует приведение в движение маятника 
толчком из положения равновесия. Приняв такое условие, видим, что произвольная 
постоянная С в первом интеграле равна нулю, и мы имеем: 

' ЛЬ 

# = —гг = — ш зіп ф. 
аі 

Плоскость качания маятника, таким образом, вращается с постоянной угловой 
скоростью со зіп ф вокруг оси Ог в направлении восток — юг — запад. На полюсе 
(ф = 90°) плоскость качаний делает за сутки полный оборот; на экваторе плоскость 
качаний неподвижна относительно Земли. 

Пример 8.3. Свободное падение тяжелой материальной точки. 

Рассмотрим свободное падение тяжелой материальной точки с высоты Л без 
начальной скорости на поверхность Земли. Основное векторное уравнение относитель- 
ного движения (8.6), принимая во внимание введенную в предыдущем параграфе 
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силу тяжести т% = Р + / ц , запишем в виде 


та = тд — 2т [ш г ], 


где учтена сила Кориолиса. 

Для изучения движения относительно Земли систему координат выбираем следую- 
щим образом: в плоскости горизонта ось Ох направляем на юг, ось Оу — на восток, 
а ось Ог — вертикально вверх (ср ~ ф) (рис. 8.2). Удобно, оставляя ориентацию осей 
неизменной, поместить начало координат на высоте к над Землей, совместив его 
с начальным положением точки. При таком выборе начала координат все начальные 
условия будут нулевыми и все произвольные постоянные интегрирования будут равны 
нулю, поэтому мы их можем при решении не писать. 

Спроецировав векторное уравнение на выбранные оси, получим следующие 
дифференциальные уравнения движения: 

{ тх = — 2т (со „2 — ш г і /), 
ту = — 2т (ю г х — <о,г), 
тг = — т§ — 2т (ш х у — ш у х). 

Для решения этой системы уравнений удобнее явно ввести величину угла между 
скоростью движения материальной точки и угловой скоростью Земли. Сокращая на т 
и находя проекции угловой скорости на оси, имеем: 

х = 2шу зіп Ф, у = — 2(й (г соз <р — х зіп <р), г = — в + 2о ну сое ф. (а) 

После первого интегрирования данных уравнений получим: 

X = 2 шу 5ІП ф, у = — 2й) (2 С05 ф — X ЗІП ф), 2 = — + 2шу соз ф. (в) 

Подставляя у в выражение для х, получаем: 

х = — 4со 2 (г соз ф — х зіп ф) зіп ф. 

Так как угловая скорость мала (см. пример 8.1), членом с (о 2 пренебрегаем и имеем 

х — 0, т. е. х = сопзі, а с учетом начальных условий х = 0. Отсюда и х = 0 
во все время движения. 

Подставляя г в уравнение для у, имеем в том же приближении 
У = 2ш ді соз ф, у = ш§1 2 соз ф, 

откуда 

У = -д- соз ф. 



Рис. 8.2. 


Наконец, подставляя найденное значение 
у в последнее уравнение системы (в) и 
пренебрегая малым вторым слагаемым, по- 
лучаем: 

г = — §1, 



Исключая из выражений для у и г 
время, находим траекторию движения: сво- 
бодно падающее тело движется по парабо- 
ле, заданной уравнением 


У = 


2л/2 

3 


(О СОЗ ф2 


3 

2 


отклоняясь к востоку (по оси Оу) пропор- 
ционально кубу времени движения. Про- 
стой расчет показывает, что на средней 
широте в 60° отклонение при падении с 
высоты 500 м, занимающем около 10 с, 
дает величину у — 0,2 м. 
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Рис. 8.3. Рис. 8.4. 


На полюсе, где ф = 90°, у = 0, т. е. тело падает по вертикали. Наибольшее 
отклонение на экваторе, причем оно объясняется превышением скорости движения 
по окружности материальной точки, поднятой над Землей, над скоростью точек 
на поверхности Земли. 

Пример 8. 4. Решение простой задачи в инерциальной системе. В школьном 
курсе механики силы инерции не рассматриваются, однако с неинерциальными 
системами иметь дело там приходится. При этом используется прием, по существу 
близкий к примененному в нашем курсе для решения вопроса о движении в неинер- 
циальной системе. Как правило, рассматривается тело, покоящееся в неинерциальной 
системе, и определяется сила реакции (давление тела на опору, растягивание подвеса). 
Решается задача в той инерциальной системе, в которой задано движение неинер- 
циальной. Например, для определения силы давления человека на пол лифта при опус- 
кании (поднятии) последнего с ускорением а рассматривается рисунок 8.3. Равно- 
действующая силы тяжести и силы реакции пола придает человеку (движущемуся 
вместе с лифтом) заданное ускорение лифта: та = т§ — N. Отсюда находится 
N = т а) и делается заключение о равной и противоположно направленной 
силе давления на пол. 

Аналогично объясняется зависимость силы тяжести от положения тела на поверх- 
ности Земли, т. е. центробежная сила не вводится, а сила, создающая центростре- 
мительное ускорение, рассматривается как равнодействующая силы тяготения и силы 
реакции (рис. 8.4). 

8.3. Принцип эквивалентности. Состояние невесомости. Силы 
инерции, действующие на материальную точку в неинерциальных 
системах отсчета, по своим проявлениям не отличаются от фунда- 
ментальной силы, действующей в гравитационном поле. Это их свой- 
ство обусловлено пропорциональностью, а при принятом выборе 
единиц — равенством гравитационной и инертной масс тел. Рас- 
смотрим гравитационную и инертную массы. В законе всемирного 

тяготения Р = — О -’ 1 -™ 2 г и во втором законе Ньютона Р — та 

речь идет по существу о различных массах: т' — это грави- 
тационная масса, она вызывает силу тяготения (является аналогом 
электрического заряда в законе Кулона), а т во втором законе 
Ньютона — инертная масса, определяющая ускорение при действии 
на тело заданной силы. П ропорциональность и равенство т' и т для 
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всех тел не вытекают из каких-либо положений механики, а являются 
самостоятельным утверждением — обобщением экспериментальных 
фактов. (Равенство тяжелой и инертной масс проверено эксперимен- 
тально с очень высокой точностью.) 

Важнейшим следствием равенства тяжелой и инертной масс 
является равенство ускорений для всех тел в данной точке гравита- 
ционного поля. В самом деле, находя ускорение тела массой гп\ 
из приведенных выше формул, имеем: 



куда масса рассматриваемого тела не входит. Также не зависят от 
массы и ускорения тел, вызванные силами инерции. Поэтому пропор- 
циональность друг другу тяжелой массы и массы инертной приводит 
к утверждению о неразличимости (в небольшой части пространства 
за небольшие промежутки времени) сил инерции и сил тяготения. 
Это утверждение носит название принципа эквивалентности. Соглас- 
но этому принципу поле тяготения в небольшой области простран- 
ства и времени (оно однородное стационарное) по своему действию 
тождественно действию сил инерции в ускоренной системе отсчета. 

Принцип эквивалентности сыграл фундаментальную эвристичес- 
кую роль при создании общей теории относительности; в ОТО рав- 
ноправными считаются все системы отсчета, а не только инерциаль- 
ные. 

Ускорение силы тяжести зависит от широты места на Земле 
(см. пример 8.1). Так как весом тела называют численную величину 
(модуль) силы тяжести, действующей на тело, находящееся вблизи 
земной поверхности', то вес тела также зависит от широты места 
на Земле. 

Возможно своеобразное состояние тела в ускоренной системе, 
при котором отсутствуют силы реакции; оно носит название невесо- 
мости. Рассмотрим материальную точку в неинерциальной системе, 
связанной с искусственным спутником Земли как телом отсчета! 
(Сопротивлением движению спутника разреженных слоев атмосферы 
пренебрегаем; двигатели спутника не работают.) Уравнение движе- 
ния материальной точки в системе спутника, штрихованной, в соот- 
ветствии с формулой (8.9) и с учетом того, что спутник не имеет 
углового ускорения, будет иметь вид: 

та ' — Р + /? — пгао — т[со[ы г']} — 2 т[шѵ']. 

Ускорение движения спутника а 0 в .(инерциальной) системе 
Земля находим, применяя второй закон Ньютона к спутнику, испы- 
тывающему силу притяжения Земли: 

та 0 = Р. 

Но в таком случае 

Р — та 0 = О 

1 Физический энциклопедический словарь,— М.: Советская энциклопедия, 
1983. — С. 70. 
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и окончательно получаем: 

та' = Я — т[со[ш г']] — 2т[т>']. (8.13) 

Свободная от связей материальная точка движется в системе 
спутника ускоренно под действием центробежной и кориолисовой 
сил, тогда как сила притяжения Земли оказывается из уравнения 
исключенной. Если спутник специально не «закручен», т. е. его угло- 
вая скорость равна 0 или мала, то тела внутри спутника движутся 
с очень малыми ускорениями. При соприкосновении покоящегося 
в спутнике тела со стенкой условие равновесия тела приобретает 
вид: 

Я = т[со[о) г']], 

или при и = 0 /? = 0, т. е. силы реакции отсутствуют. Такое состо- 
яние и называют состоянием невесомости. 

Неинерциальная система спутника в небольшой области прост- 
ранства вокруг него в рассмотренном случае движения спутника 
ведет себя как инерциальная система без силы тяготения (такие 
системы в общей теории относительности называют локально инер- 
циальными). В заключение заметим, что спутник как тело отсчета 
не отличается от любого тела, движущегося в поле силы тяжести, 
поэтому вышесказанное об неинерциальной системе спутника спра- 
ведливо для планет. В частности, в неинерциальной системе, связан- 
ной с Землей, сила притяжения к Солнцу не фигурирует (правда, 
она и весьма мала по сравнению с силой притяжения к Земле — 
примерно 0,0005 последней). 

Методические замечания к определению веса и понятию невесомости. В школьном 
курсе силу, с которой тело вследствие его притяжения к Земле действует на опору 

или подвес, называют весом тела. Таким образом, вес Р и сила тяжести О — две разные 
силы, приложенные к разным телам. Если тело находится в покое вблизи поверхности 

Земли, то Р=ОиР = Ов соответствии с другим (данным нами выше) определением 
веса. Но если тело находится в неинерциальной системе отсчета, движущейся 
относительно Земли, то в понятие веса возможно включение других переносных сил 
инерции, кроме центробежной, обусловленной вращением Земли, — это видно из 
формулы (8.8). 

Понятно, что более широкое толкование веса при школьном его определении 
удобно для объяснения состояния невесомости и перегрузок. Однако возникают 
некоторые методические трудности. Речь идет, например, о том, изменяется ли вес 
человека в автомобиле, выполняющем крутой поворот; чему равен вес тела в лифте, 
падающем с ускорением, большим куда оц направлен и т. д. 

В традиционной трактовке веса силы инерции включаются в него только за счет 
движения Земли, но отнюдь не за счет движения какой-либо другой неинерциальной 
системы отсчета. При таком, несомненно, более последовательном определении веса 
состояние невесомости нужно трактовать как статическое состояние при отсутствии сил 
реакции в неинерциальной системе. Вес же тела изменяется только за счет изменения 
положения тела относительно Земли. 
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ГЛАВА III. ОБЩИЕ ТЕОРЕМЫ ДИНАМИКИ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ 
И ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ 

С формально-математической точки зрения общие теоремы ди- 
намики являются результатом простых тождественных преобразова- 
ний основного векторного уравнения динамики 

та = Р, 

где под вектором Р подразумевается равнодействующая всех сил, 
приложенных к точке, включая и реакции связей, если общая теорема 
применяется к несвободной точке. 

Общие теоремы позволяют ввести ряд новых физических понятий, 
таких, как энергия, импульс, работа, что позволяет полнее раскрыть 
закономерности механического движения. Практическая ценность 
общих теорем состоит в возможности установления признаков, 
на основании которых сразу можно заключить о существовании 
отдельных первых интегралов движения. Постоянство же соответст- 
вующих величин имеет глубокое происхождение, связанное с основ- 
ными свойствами пространства и времени; оно отражено в законах 
сохранения. 


§ 9. Закон изменения и закон сохранения импульса 
материальной точки 

9.1. Теорема об изменении импульса материальной точки. 

Понятие импульса материальной точки является одним из наибо- 
лее общих, универсальных понятий физической науки. Оно исполь- 
зуется не только в механике, но и во всех других разделах физики. 
Поэтому знание закона изменения импульса оказывается весьма 
существенным. В механике как определение импульса, так и закон его 
изменения вытекают из законов Ньютона. Теорема об изменении 
импульса материальной точки является результатом простейшего 
тождественного преобразования основного уравнения механики. 
Ввиду постоянства массы материальной точки основное уравнение 
(6.1) можно написать в следующем виде: 

-§г(тѵ) = Р. (9.1) 

После умножения на ді получаем уравнение 

сі(тѵ) = Рсіі, (9.2) 

дающее дифференциальную форму теоремы об изменении импульса. 

Вектор тѵ в формуле (9.2) называется импульсом материальной 
точки (или количеством движения материальной точки) и обо- 
значается буквой р: р = тѵ. Вектор Рсіі называется элементарным 
импульсом силы. Словесная формулировка теоремы, выраженной 
формулой (9.2), сводится к предложению: дифференциал импульса 
материальной точки равен элементарному импульсу силы, приложен- 
ной к ней. 


ПО 


Вектор импульса силы за конечный промежуток времени равен 
геометрической сумме элементарных ее импульсов за данный про- 
межуток: ( 

(9.3) 

Интегрируя уравнение (9.1) по промежутку времени Аі = 1 2 — і, 
получаем интегральную формулировку теоремы об изменении 
импульса: 

тѵ 2 — тѵ\ — Рйі. (9-4) 

В проекциях уравнения, выражающие теорему, таковы: 

І2 

тх 2 — тх і = ^ РхЛ1 9 

і\ 

ту2 — ту\ = 5 

и 

тг 2 — гп. 2 \ = ( РАі. 

Я I 

Можно отметить, что Ньютон второй закон движения сформу- 
лировал в виде теоремы об изменении количества движения, а не 
в форме «произведение массы на ускорение равно силе». 

Практическое значение теоремы об изменении импульса мате- 
риальной точки при решении задач невелико, так как дифферен- 
циальная форма ее предоставляет основное уравнение динамики 
с разделенными переменными, и по сравнению с (6.1) она существен- 
но новых соотношений не дает. Главная область применения теоремы 
в механике — это изучение мгновенных или ударных сил. Так назы- 
ваются силы, продолжительность действия которых весьма мала, 
и закон изменения их со временем практически остается неизвестным. 
Такие силы будут характеризоваться вектором импульса силы (9.3). 

9.2. Закон сохранения импульса материальной точки. Этот закон 
следует из теоремы об изменении импульса и читается так: если 
равнодействующая сил, приложенных к материальной точке, равна 
нулю, вектор импульса тела остается величиной постоянной во все 
время движения, т. е. 

р = тѵ = сопзі. (9.5) 

Напишем теорему об изменении импульса подробно, подставив 
сумму заданных сил и сил реакций в формулу (9.2), которая после 
подстановки примет вид: 

ар = (Р + Я)сіі. (9.6) 

В инерциальных системах отсчета импульс точки сохраняется 
при условии Р К = 0. 

Закон сохранения импульса объединяет три первых интеграла 
движения, которые получим проецированием векторного равенства 

(9.5) на оси координат: х = С,, у = С 2 , г = С 2 . 

Закон справедлив и для изолированной свободной от связей 
материальной точки, т. е. движущейся по инерции. 


В поле сил могут существовать все три интеграла импульса, 
если равнодействующая равна нулю, а также любые два или один. 
Существование отдельных интегралов импульса связано с сим- 
метрией силового поля. Если материальная точка находится в поле 
сил, направленных параллельно одной из координатных осей, 
то существуют два интеграла движения — сохраняются проекции 
на оси, перпендикулярные силам. Пусть, например, силы парал- 
лельны оси Ог, тогда Р ф О, Р 2 ф О, Р х = Р у = 0. 

В этом случае существуют два первых по порядку следования из вы- 
шеуказанных интегралов. Если же силы располагаются в плоскостях, 
перпендикулярных одной из осей, то существует один интеграл 
относительно данной оси. Пусть, например, силы располагаются 
в плоскости, перпендикулярной оси Ох. Тогда 

Р ФО, Р у ФО, Р г Ф 0, Рх = 0. 

В этом случае существует только интеграл х = С \. К изменению 
импульса приводят также силы реакции связей. 

Заметим, что импульс — величина не инвариантная при преоб- 
разованиях Галилея. В самом деле, с помощью формулы (3 13) 
имеем: р х = пгѵ + р х „ р у = р г = р у . 

Методическое замечание к понятию импульса. Закон сохранения импульса 
изолированной материальной точки и форма основного уравнения динамики (9.1) 
дают возможность логически просто и последовательно ввести понятие силы и 
второй закон Ньютона. Если импульс тела изучить до законов Ньютона, то закон 
инерции можно сформулировать как закон сохранения импульса изолированной 
материальной точки. Далее следует постулировать сохранение импульса в замкнутой 
системе материальных точек. Взаимодействие в такой системе будет заключаться 
в передаче импульса от одних точек к другим, а сила, действующая на материальную 
точку, будет некоторой функцией положения рассматриваемой точки относительно 
остальных, определяющей скорость передачи импульса рассматриваемой точки от 
других точек системы. Уравнение (9.1), т. е. второй закон Ньютона, запишется 
как следствие закона сохранения импульса системы точек: импульс, полученный 
материальной точкой (в единицу времени), равен импульсу, переданному ей другими 
точками. Анализ процесса обмена импульсом между двумя точками немедленно 
приводит к следствию третьему закону Ньютона. Важно, что трактовка силы 
и второго закона Ньютона в форме (9.1) без каких-либо изменений применима 
к действию на материальную точку физического поля. В этой трактовке сила есть 
скорость передачи импульса точке полем, определяющаяся параметрами поля и 
положением точки в нем. Это значит, что понятие силы находит обобщение за пре- 
делами чисто механической концепции взаимодействия (см. § 5) . Также объясняется 
ограниченность применения третьего закона Ньютона при наличии полей: обмен 
импульсами может происходить между телом и полем, между телами через поле, 
но не непосредственно между двумя телами. 

Пример 9.1. Использование теоремы об изменении импульса для изучения 
удара. 

Ударом называют такое взаимодействие, при котором за очень малый промежуток 
времени (порядка сотых — десятитысячных секунды) импульсы соударяющихся точек 
(тел) изменяются на конечную величину. 

При соударении возникают мгновенные или импульсные силы, которые могут 
достигать огромной величины. Пусть время удара т. Применим теорему (9.4) об изме- 
нении импульса к испытавшей удар материальной точке: 

1 + т 

т{ѵ 2 — ѵі) =5 ~РсІІ = Я. 

В этом случае К называется ударным импульсом. 

112 


з 

4 

I 

2 

3 

4 

1 

2 

3 

4 

3 




Как правило, закон изменения ударной силы за время удара неизвестен. Усредняя 
силу, падучим (из предыдущего равенства по теореме о среднем) ударный импульс: 


тАѵ = Гт. 


Это уравнение называют основным уравнением удара. Приращение скорости за время 
удара пропорционально величине ударной силы и совпадает с ней по направлению. 

§ 10. Закон изменения и закон сохранения момента импульса 
материальной точки 

10.1. Момент силы. Момент импульса. Моментом силы отно- 
сительно произвольной точки О называется вектор М, определяемый 
формулой 


М = [г В], 


( 10 . 1 ) 


г Д е г вектор, проведенный из точки О в точку приложения силы 
(рис. 10.1). Как следует из определения, т. е. формулы (10.1), 
вектор момента силы направлен перпендикулярно плоскости векторов 

г и Р и образует с ними правовинтовую систему. Величина момента 

силы равна удвоенной площади треугольника ОАВ. Момент М 
зависит от выбора точки О, которую далее будем называть момент- 
ной. Взяв моментную точку О за начало координат, имеем следующие 
выражения для проекций момента силы на оси декартовых прямо- 
угольных координат: 



( 10 . 2 ) 


Моментом силы относительно некоторой оси (прямой) называют 
проекцию на ось вектора момента силы, взятого относительно какой- 
либо точки на оси. Целесообразность такого определения состоит 
в том, что момент силы относительно оси не зависит от выбора мо- 
ментной точки, лишь бы она находилась на этой оси. Докажем эту 
независимость. 

Пусть направление оси определяется единичным вектором $ 0 
(рис. 10.2). Запишем проекции момента силы относительно произ- 


М 



В 


О 


0 ' 



Рис. 10.1. 


Рис. 10.2. 
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вольных точек О и О, на оси: 

М 0 = [г Р}$ 0 , Мо,\ = [г,/> 0 . 

Введем вектор 00\ и найдем связь радиус-векторов г и Г\ между 

собой. Из рисунка видно, что г = 00 \ + г\. Подставив г в выражение 
для момента относительно точки О, имеем: 

Мо = [ООі/^хо -|- Л^о, і = Л4о.і, 

так как смешанное произведение, в которое входят два коллинеар- 

ных вектора 00\ и 5о, равно нулю. Тем самым утверждение о незави- 
симости момента относительно оси от выбора моментной точки на оси 
доказано. 

Формулы (10.2) определяют моменты силы р относительно 
координатных осей. Момент силы относительно оси часто называют 
вращательным моментом силы. Легко видеть, что момент силы 
относительно оси, перпендикулярной плоскости, в которой распо- 
ложена сила, максимален. Вращательный момент по модулю в этом 
случае определяется произведением модуля силы на плечо. (Плечо — 
расстояние по перпендикуляру между осью и линией действия силы.) 
Если моментная ось и сила расположены в одной плоскости, враща- 
тельный момент силы обращается в нуль. 

Модуль вектора момента силы относительно произвольной мо- 
ментной точки также можно определить произведением модуля силы 
на плечо. В общем случае плечо силы равно длине перпендикуляра, 
опущенного из моментной точки на линию действия силы. 

Момент импульса материальной точки определяется аналогично 
моменту силы с помощью следующей формулы: 

і — [г р\ — /га [г ѵ]. - (10.3) 

Будем считать, что точка О совпадает с началом системы 
координат. Тогда момент импульса связан простым соотношением 

с секторной скоростью точки — формула (1.14), а именно I = 2 то. 

Проекции на оси прямоугольной декартовой системы координат 
выражаются формулами: 

Ь х = пг(уг — гу), 

= ш(гх — хг), 

Ьх = т(ху — ух). 

Каждая из этих формул определяет момент импульса материаль- 
ной точки относительно соответствующей координатной оси. 

10.2. Теорема об изменении момента импульса материальной 
точки. Умножим почленно основное векторное уравнение динамики 
в форме (9.1) слева векторно на радиус-вектор точки. При этом 
в правой части равенства получим геометрическую сумму моментов 
заданных сил и сил реакции связей. Обозначая указанную сумму 
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одной буквой м, полученное уравнение запишем так: 



Левую часть можно преобразовать: 


т = 

— * \7ѵ] 


а 

1 - <и і 

сП [Г Ѵ * 

і ш ѵ \- 

сП 


Окончательно имеем уравнение 



(10.4) 


Это и есть формула теоремы об изменении момента импульса мате- 
риальной точки, которая читается: производная по времени век- 
тора момента импульса материальной точки по величине и направ- 
лению совпадает с вектором суммы моментов всех сил, приложенных 
к материальной точке. 

В проекциях на оси декартовых прямоугольных координат тео- 
рема выражается системой следующих трех уравнений: 


4і т{уг - гу) = М х , 

а • 

• -^т(гх — хг) = М у , 

-^т(ху — ух) - М г . 

Каждое из этих уравнений можно трактовать как теорему об из- 
менении момента импульса материальной точки относительно соот- 
ветствующей координатной оси. 

10.3. Закон сохранения момента импульса. Закон имеет следую- 
щую формулировку: если момент сил, действующих на материаль- 
ную точку, равен нулю, то вектор момента импульса остается вели- 
чиной постоянной на протяжении всего времени движения. 

Этот закон выполняется в инерциальных системах отсчета и 
для изолированной свободной материальной точки, т. е. точки, 
движущейся по инерции. Однако гораздо существеннее то, что сохра- 
нение момента импульса может иметь место в силовом поле. 
Рассмотрим отдельные случаи сохранения момента импульса при 
действии сил на движущуюся точку. 

Пусть вектор силы, приложенной к точке, остается все время 
коллинеарным радиус-вектору точки. Такая сила называется 
центральной и точка О — центром силы. Примером центральной 
силы служит сила тяготения, приложенная к планете, со стороны 
Солнца, сила кулоновского притяжения (отталкивания), действую- 
щая на точечный электрический заряд со стороны второго точеч- 
ного заряда, и др. Момент центральной силы относительно ее цент- 
ра обращается в нуль. Применяя к точке, движущейся под действием 
центральной силы, теорему об изменении момента импульса в фор- 
ме (10.4), приходим к закону сохранения момента импульса ма- 
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термальной точки: 


і = т [ г ѵ ] = сопзі. (10.5) 

Закон сохранения момента импульса объединяет три первых 
интеграла движения, называемых интегралами площадей. Проецируя 
равенство (10.5) на оси декартовой системы, получаем: 

( уг — гу = С 4 , 

гх — хг = Сб, (10.6) 

ху — ух = С 6 . 

Каждый из этих первых интегралов движения выражает постоян- 
ство проекции секторной скорости для движения проекции точки 
на соответствующую координатную плоскрсть. 

При движении точки под действием центральной силы траекто- 
рией движения обязательно будет плоская кривая. Это заключение 

следует из определения вектора і по формуле (10.3) и требо- 
вания сохранения постоянства его направления в соответствии с 

формулой (10.5). Кроме того,- из постоянства модуля вектора Ь 
следует, что точка будет двигаться по траектории с постоянной 
секторной скоростью (радиус-вектор точки в равные промежутки 
времени будет описывать равные площади). 

Пусть к точке приложна не центральная сила, а такая, на- 
правление которой при движении точки не изменяется. Тогда вра- 
щательный момент силы относительно любой оси, параллельной 
силе, равен нулю и имеет место один из интегралов площадей (10.6). 
Точка движется, сохраняя момент импульса относительно данной 
оси неизменным. » 

В соответствии с определением момента импульса, выраженным 
формулой (10.3) и формулами преобразования координат Галилея 
(3.11), момент импульса не является инвариантной величиной, а 
преобразуется по формуле: 

Ь = •[ г'пгѵъ ] + [ ѵ„ітѵ' ] + V. (10.7) 

В заключение отметим, что рассмотренные теоремы динамики 
материальной точки позволили получить шесть интегралов движе- 
ния: три интеграла проекций импульса и три интеграла проекций 
момента импульса. Однако не все эти интегралы оказываются неза- 
висимыми. Умножив скалярно (9.5) на (10.5) и сократив на квад- 
рат массы, получим: 

ц[га] = СіС 4 -Г С2С5 СзСб = 0, 

так как смешанное произведение, содержащее два одинаковых век- 
тора, равно нулю. Это означает, что из шести интегралов проек- 
ций импульса и момента импульса независимых только пять. 

Одновременное сохранение импульса и момента импульса имеет 

место только при Р = 0, например для изолированной свободной 
точки, движущейся по инерции. 
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§ 11. Работа силы. Потенциальная энергия материальной точки в 

силовом поле 

4.1. Работа силы. Работа постоянной силы Р на прямолиней- 
ном перемещении Аг, образующем с направлением силы угол а, 
определяется формулой 

А - РАг сое а = РАг. 


При переменной силе и движении по кривой такое определение ра- 
боты непригодно. К общему определению работы (для переменной 
силы и произвольного движения) приходим обычным способом: 
применяем математический анализ. 

Пусть траекторией материальной точки служит кривая АВ 
(рис. 11.1). Разбиваем отрезок кривой между точками (1) и (2) 
на бесконечно малые элементы, которые можно рассматривать как 

прямолинейные. Пусть сІг — вектор бесконечно малого перемещения 

и Р — вектор силы для данного положения точки на кривой. Тогда 
последняя формула может быть применена для вычисления работы 
силы на бесконечно малом перемещении. Учитывая это, получим 
для элементарной работы: 

6Л = ~Рдг = Р х дх + Руду + р г дг. (11.1) 

В общем случае линейная функция дифференциалов координат 
в (11.1) не является полным дифференциалом какой-либо функции 
координат. Чтобы отметить это обстоятельство в обозначении эле- 
ментарной работы, применена буква б. 

Для определения работы на конечном участке кривой АВ нужно 
просуммировать элементарные работы. Таким образом, алгебраи- 
ческая сумма элементарных работ на всех элементах дуги кривой 
АВ между указанными точками кривой (1) и (2) есть работа силы 
на конечном участке траектории: 


А '.2 = (АВ)\Рдг = (АВ)\(Р х дх + Руду + Р г дг). (11.2) 
Кратко работу силы можно определить как интеграл от силы, взя- 
тый вдоль траектории движения точки. (В математике такие интег- 
ралы называются криволинейными.) 

Для вычисления работы силы в общем случае необходимо знать 
кинематические уравнения движения точки. Тогда криволинейный 
интеграл в (11.2) может быть сведен к определенному интегралу. 
Действительно, пусть х = х{1), у = 

= У( 0> 2 = 2 (0 — кинематические 
уравнения движения (тогда дх = 

= хді и т. д.) и проекции силы 
Р х , Р у , Р г после внесения в них 
значений координат и производ- 
ных координат по времени будут 
известными функциями времени. 

Таким образом, элементарная р ис ц [ 
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работа будет иметь вид: 

6Л = Р х дх -+- Р у йу + Р г йг = Ф (1]сИ, 

где Ф(/) известная функция времени. Далее из уравнений дви- 
жения определяем моменты времени і\ и І 2 , соответствующие нахож- 
дению точки в положениях (1) и (2). Это даст нам пределы интегри- 
рования по I. Окончательно имеем: 

і 2 

Л 1,2 =5 ф 


т. е. работа вычисляется как определенный интеграл от функции 
времени. 

^11.2. Потенциальные силы. Потенциальная энергия материаль- 
ной точки в силовом поле. Потенциальными силами называются 
силы, не зависящие от скорости движения точки 

Р = Р(х, у, г, I) (П.З) 

и удовлетворяющие условию 

?=-Вга(Н/. (11.4) 

одесь (У скалярная функция, называемая потенциальной энергией 
и также не зависящая от скорости, т. е. 

ІІ = ІІ(х, у, г, і). (11.5) 

Условие потенциальности силы (11.4) иногда оказывается неудоб- 
ным для практического применения, так как требуется знание по- 
тенциальной энергии, которую часто следует находить. Поэтому 
оно заменяется следующим эквивалентным условием: 

гоі? = О, (11.6) 


ибо гоі §габ II — 0 для любой функции 1 . 

Условие (1 1.4) в проекциях на оси декартовой системы координат 
выражается тремя равенствами: 



ди ви 

ду ’ Гг 


а условие (11.6) приводится к виду 

дГ^_ = дГу_ дР*_ = дГ± дР у _ дР х 
ду дг ’ дг дх ’ дх ду ' 

Последние равенства не содержат потенциальной энергии, 
и для проверки потенциальности силы достаточно убедиться в спра- 
ведливости любых двух из них. Заметим, что условия потенциаль- 
ности тривиально выполняются для силового поля, проекции сил 
в котором не зависят от координат, т. е. однородное поле потен- 
циально. 

Хледует различать стационарную и нестационарную силы. Ста- 
ционарная явно от времени не зависит, и ей соответствует стацио- 
нарное поле, задаваемое функциями: 


Р = Р(х, у, г), Ц = Ц(Х, у, г). (1 1.7) 
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См. приложение II, № 1, 4. 


Нестационарной потенциальной силой называется сила, кото- 
рая явно зависит от времени, и потенциальное поле является не- 
стационарным; оно описывается общей формулой (11.5). 

Рассмотрим сначала, как вычисляется работа и потенциальная 
энергия в стационарном поле (11.7). Найдем элементарную работу 
потенциальной силы: 

6Л = Рдг = — дгаб 1/(х, у, г)йг - 

( дд , .<?(/, , ді/ , \ 

= -У~зг с1х + -^- а У + -дГ^)= -лѵ. 

В этом случае 

ЬА = — йи, (11.8) 

ра7= — 

со 

Из формулы (11.9) видно, что работа не зависит от формы 
траектории и определяется разностью потенциальных энергий в на- 
чале и конце отрезка траектории. 

Потенциальная энергия в любой точке поля выражается с по- 
мощью неопределенного интеграла: 

Н=-\рсі7-\-С (11.10) 


Ч 2 

\аѵ 


Ѵг 






(11.9) 



и всегда вычисляется с точностью до произвольной постоянной С, 
которой можно придать любое значение (если возможно, то удобнее 
всего нуль). Выбор постоянной С — начальной энергии — носит 
название нормирования (калибровки) потенциальной энергии. Воз- 
можность произвольного выбора начала отсчета для II объясняется 
тем, что величина потенциальной энергии непосредственно не изме- 
ряется; измеряется только работа, равная разности энергий. 

Рассмотрим теперь нестационарное силовое поле, заданное 
формулой (11.3). Для него потенциальная энергия выражается 
функцией (11.5), содержащей время явно. Как и в стационарном 
поле, потенциальная нестационарная сила определена формулой 

Р{г,() = — §гасі ІІ(г,(), 

но, так как сШ(х, у , 2 , і) = ^габ Ѵйг + — сП, 

ді 

вместо формулы для элементарной работы (11.8) получаем: 

б а = - аі] + ™-аі. (11.Ц) 


Вычислить работу как убыль потенциальной энергии теперь 
нельзя, и для расчета работы следует пользоваться формулой (1 1.2). 
Зная силу, потенциальную энергию находим с помощью равенства 
(11.4), которое в проекциях приводит к следующим трем дифферен- 
циальным уравнениям в частных производных: 


д ц 

дх 


= - Л 


Гл ди 
<гЛ 1ъ = 


-Г,(гА 
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Все эти уравнения удовлетворяются, в чем нетрудно убедиться 
с помощью дифференцирования, следующим решением: 

и = - $ р( 7 ,і)а 7 + с. (11.12) 

Таким образом, в случае нестационарного поля потенциальная 
энергия находится по той же формуле (11.10), что и для стацио- 
нарного, однако в нее в качестве параметра входит время. 

Кроме потенциальных полей, удовлетворяющих условию (1.1.6), 

существуют силовые поля, для которых гоі Р = /(г,/), где у (г,/) — 
некоторая функция координат и времени. Такие поля непотен- 
циальны, и понятие потенциальной энергии для них неприменимо. 
В непотенциальном поле 6Л не является полным дифференциалом, 
и работа на конечном участке кривой зависит от формы этой кривой. 

Примером непотенциального поля является электромагнитное 
поле в его общем случае. К непотенциальным силам принадлежат 
силы трения, сопротивления среды движению тел. 

Пример 11.1. Расчет потенциальной энергии в однородном поле силы 
тяжести. 

Направив ось Ог вертикально вверх, для проекции силы получаем выражения 
Рх = Р в = 0, Р г = — тд. Элементарная работа имеет вид: 

6Л = — тдйг = — <1(тдг + С). 

Отсюда потенциальная энергия силы тяжести является функцией координат: 
і! = щдг С. Приписывая потенциальной энергии для какой-нибудь точки простран- 
ства числовое значение, можно устранить произвольную постоянную. Это и называется 
нормировкой потенциальной энергии. Полагая, например, потенциальную энергию 
равной нулю при г = 0, получим более простое выражение: 

ІІ = тдг. (11.13) 

Пример 11.2. Вычисление потенциальной энергии для квазиупругой силы. 

Сила, изменяющаяся по закону 

Р = - кг, (11.14) 

называется квазиупругой. Коэффициент к называется коэффициентом жесткости 
квазиупругой силы. Проекции квазиупругой силы на оси координат таковы: 


Рх = — кх, Р у = — ку, Р, = — кг. 

Поэтому для элементарной работы получается следующее выражение: 


6Л = — к( хсіх + уйу + гіг) = — й 






Приняв для потенциальной энергии значение і)\ 
чательное выражение: 


= 0, получаем ее окон- 


(11.15) 


Пример 11.3. Вывод формулы потенциальной энергии в поле силы ньютонова 
тяготения. 


Обозначим через г радиус-вектор, проведенный от Солнца к планете, т — массу 
планеты, М — массу Солнца. 

Тогда вектор силы тяготения, приложенной к планете, выразится равенством 



(11.16) 


(Это формула закона всемирного тяготения Ньютона.) 
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Выпишем проекции силы на оси координат с началом в центре Солнца: 


тМ 


X, Ри 


— О 


тМ 


У, Рг = — О 


тМ 
— у 


Для элементарной работы получим формулу: 

м = — О (хёх + уйу + гаг) = — О й ( у + С ) , 

6Л = -о^-аг=-а(-а^+с). 


Отсюда следует выражение для искомой потенциальной энергии: II = — О—— + С. 

В данном случае потенциальная энергия нормируется обычно на бесконечность, 
т. е. полагают І/| , _ „ =0. Окончательно получаем: 



(11.17) 


Пример 11.4. Расчет потенциальной энергии нестационарной силы. 

Все приведенные выше примеры относятся к стационарным полям. В качестве 
нестационарного потенциального поля рассмотрим электрическое однородное, 
т. е. постоянное в пространстве, но переменное во времени (например, поле в кон- 
денсаторе или электрическую составляющую поля электромагнитной волны в не- 
большой по сравнению с длиной волны области пространства). Напряженность 
такого поля выражается формулой 

Е — Ео соз «о/. 


а сила, действующая на точечный электрический заряд,— 

Р = соз ші. 

Используя непосредственно формулу (11.12), имеем: 

V = — уЕ 0 соз аг + С = — (/Догсозші + С. (11.18) 

Потенциальная энергия зависит от времени по гармоническому закону. 


§ 12. Закон изменения и закон сохранения механической энергии 

материальной точки 

12Д. Кинетическая энергия. Теорема об изменении кинети- 
ческой энергии материальной точки. Выполним преобразование 
основного уравнения динамики, для того чтобы от силы, действующей 
на материальную точку, перейти к работе этой силы. Умножая 
скалярно обе части основного уравнения динамики на вектор бес- 
конечно малого перемещения точки, получаем: т^-йг = Рсі7. 

После простого тождественного преобразования левой части 

полученного равенства имеем: тсіѵ -4п~ = тѵсіѵ 

аі 

Далее с помощью тождества тѵ-сіѵ = <і{\ тѵ 2 ) приходим 
к искомому уравнению: г 

Л(-^-тѵ 2 ) = ГсІг. (12.1) 

Уравнение (12.1) показывает, что элементарная работа силы, 
действующей на материальную точку, равна элементарному при- 
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ращению (дифференциалу) величины тѵ 2 , называемой кинети- 
ческой энергией материальной точки и обозначаемой через букву Т: 

Т — тѵ 2 . (12.2) 

С учетом формулы (12.2) вместо (12.1) имеем: 

АТ = 6А. (12.3) 


Уравнения (12.1) или (12.3) дают дифференциальную форму 
теоремы об изменении кинетической энергии: дифференциал кине- 
тической энергии материальной точки равен элементарной работе сил, 
приложенных к этой точке. 

Интегрируя равенство (12.1) по траектории между какими-либо 
двумя точками (/) и (2) (см. рис. 11.1) и обозначая через ѵі и ц 2 
скорости материальной точки в этих положениях, имеем: 

(2) - - 

ути| ^ Едг, 

(О 


или 


Ті — Т\ — Л і,2. 


(12.4) 


Полученное равенство выражает интегральную форму теоремы 
об изменении кинетической энергии: приращение кинетической энер- 
гии материальной точки на некотором участке траектории равно 
алгебраической сумме элементарных работ, совершенных силами, 
приложенными к точке. 

12.2. Закон сохранения полной механической энергии материаль- 
ной точки. Из теоремы об изменении кинетической энергии, выражен- 
ной формулой (12.1) при дополнительных условиях, которые сейчас 
будут рассмотрены, вытекает закон сохранения полной механической 
энергии; ею называют сумму кинетической и потенциальной энергий 
материальной точки. Полная энергия обозначается через Е и выра- 
жается формулой 

Е=Т+Ц. (12.5) 

Рассмотрим движение несвободной материальной точки относи- 
тельно инерциальной системы отсчета. Уравнение теоремы об изме- 
нении энергии будет иметь вид: 

д(\ти 2 ) = {Е +Я)й7, (12.6) 

где Е — геометрическая сумма заданных сил, а Е — геометрическая 
сумма сил реакций связей, наложенных на материальную точку. 

Если связи являются идеальными (§7), то работа сил реакций 

равна нулю: Ейг = 0. Приращение кинетической энергии имеет вид: 

тѵ 2 ) = Ейг. Пусть все заданные силы являются потенциальными 

и стационарными. Тогда 6Л = Ейг = — сШ(х, у, г), т. е. элементар- 
ная работа заданных сил выражается через дифференциал потен- 
циальной энергии стационарного поля. Теперь вместо формулы (12.6) 
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можно написать: тѵ 2 -)- Ц) = 0, откуда следует постоянство 

величины в скобках. Итак, в рассмотренном случае имеет место закон 
сохранения полной механической энергии, который выражается 
формулой 

Е = Т + II = - 1 ш(х 2 + у 2 + г 2 ) + II (х, у, г) = сопзі. (12.7) 

Если материальная точка, на которую наложены идеальные 
связи, движется в стационарном потенциальном поле, то ее полная 
механическая энергия остается величиной постоянной. Формула 
(12.7) выражает первый интеграл движения — интеграл энергии. 

Разумеется, закон справедлив и для свободной от связей мате- 
риальной точки, движущейся в потенциальном поле. 

Закон сохранения полной механической энергии есть только 
частный случай закона сохранения и превращения энергии в приро- 
де. Последний не знает исключений, в то время как закон сохра- 
нения механической энергии имеет место лишь для потенциальных 
полей и идеальных связей. Действительно, пусть наряду с потен- 
циальными силами к точке приложены силы трения и сопротивления 
среды. Тогда работа на заданном перемещении в соответствии 
с формулой (11.9) представится так: Лі, 2 = 0\ — і/ 2 -+- Аі, 2 . 
При этом работа сил трения и сопротивления среды Л|, 2 — отри- 
цательна, так как силы направлены противоположно скорости дви- 
жения. Подстановка величины А і і2 в уравнение (12.4) дает с учетом 
(12.5): 

^2 — Е\ — А'і 2, А'\ 2 <0, Е 2 < Е\. 

Отсюда видно, что механическая энергия при движении точки 
убывает. 

Силы трения и сопротивления среды, уменьшающие или рассеи- 
вающие механическую энергию, называются диссипативными. 

Определенный интерес представляет случай, при котором равно- 
действующая активных и диссипативных сил равна нулю. В таком 
случае ІІ 2 і! \ = А і і2 , т. е. при постоянной скорости кинетическая 
энергия постоянна, а потенциальная убывает: ІІ 2 < і/, . Благодаря 
постоянству скорости не изменяется и импульс тела, т. е. действие 
сил не приводит к ускорениям, а имеет статическое проявление. 
В таком случае об активных силах можно судить (соответственно 
измерять силы) по изменению потенциальной энергии материальной 
точки, по совершенной ими работе. Кроме того, сказанное означает, 
что такое равномерное движение материальной точки к движению 
изолированной свободной точки приравнивать не следует, так как 
в последнем случае превращения энергии не происходит. 

12^3. Инфинитное и финитное движения. Знание полной механи- 
ческой энергии материальной точки позволяет высказать важные 
соображения о движении точки в заданном потенциальном силовом 

поле. Интеграл энергии запишется равенством у тѵ 2 + ІІ(х, у, г) = 
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= Е = сопзі, из которого скорость точки определяется как функция 
координат: ѵ - Д І-~(Е — II) . 

Так как скорость должна быть вещественной величиной, то под- 
радикальное выражение не может быть отрицательным, т. е.. должно 
быть Е — Ц ^ 0. При Е = II имеем уравнение поверхности: 
Е(х, у, г ) = Е, ограничивающей область, за пределы которой мате- 
риальная точка при движении не выходит. Этот случай относится 
к движению в конечной области пространства или к финитному 
движению. 

В случае же, если Е — V > 0, движение не ограничено 
указанной областью пространства, а если размеры области беско- 
нечны, то движение инфинитно. 

Рассмотрим для примера движение материальной точки в поле 
с потенциальной энергией, выражаемой формулой (11.17). Здесь 



Если при г-*- оо, ѵ ф 0, то движение инфинитное, а условие инфи- 
нитности Е ^ 0. При Е < 0 скорость обращается в нуль на конечных 
расстояниях от центра и движение финитное. 

При финитном движении материальная точка, находясь в огра- 
ниченной области пространства, совершает либо периодическое 
движение, как, например, движение планеты по орбите вокруг Солн- 
ца, либо квазипериодическое движение, при котором возвращения 
к прежнему положению на пройденном ранее участке траектории 
не происходит, хотя движущаяся точка через какие-то промежутки 
времени и проходит вблизи прежних положений. В том и другом 
случае имеется характерное время движения, после истечения кото- 
рого положения точки в пространстве либо точно, либо приблизитель- 
но повторяются. Это время носит название периода Т финитного 
движения. Можно считать, что для инфинитного движения Т = оо. 

12.4. Преобразование энергии материальной точки при пере- 
ходе от одной инерциальной системы к другой. Можно заметить, 
что кинетическая энергия материальной точки неинвариантна при 
преобразованиях Галилея, так как входящая в ее выражение ско- 
рость преобразуется по формуле ѵ = ѵ П + ѵ' . Поэтому преобразуется 
и кинетическая энергия: 

Г / пгѵ' 2 т (ѵ — ѵ„)- , тѵ 2 

2 — 2 ^~ 2 ~- 

Неинвариантна и работа силы, так как преобразуются перемещения 

йг = ѵ„сІІ + сіг, 

откуда по формуле для элементарной работы получаем: 

6Л = б А' + Еѵ п сіІ. 

Рассмотрим вопрос, преобразуется ли потенциальная энергия 
материальной точки в силовом поле. 
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Формально потенциальная энергия в соответствии с ее опреде- 
лением (11.5) есть функция координат, а последние преобразуются. 
Однако рассмотренные примеры потенциальных сил в § 1 1 свидетель- 
ствуют о том, что при надлежащей нормировке потенциальная 
энергия оказывается, инвариантом преобразований Галилея, так как 
зависит от некоторого инвариантного расстояния: от точки до по- 
верхности Земли в примере 11.1; от движущейся точки до точки 
равновесия в примере 1 1.2; от материальной точки до силового центра 
в примере 1 1.3. 

При изучении механики системы точек будет показано, что по- 
нятие потенциальной энергии тесно связано с механической моделью 
материальных объектов и дальнодействием: потенциальная энергия 
есть энергия взаимодействия материальных точек на некоторых 
расстояниях друг от друга и определяется этими расстояниями, 
поэтому и является инвариантной величиной. 

Рассмотренная в данной главе потенциальная энергия материаль- 
ной точки в силовом поле по своей природе является частью потен- 
циальной энергии системы точек, что и объясняет ее инвариантность. 
Вопрос об энергии физического поля, о ее преобразовании в меха- 
нике не рассматривается, потому что в механической концепции 
нет места полю как материальному объекту. 

Пример 12.1. Использование интеграла энергии для определения скорости 
материальной точки. 

Пользуясь интегралом энергии для поля некоторой потенциальной силы, можно, 
не прибегая к интегрированию, определить скорость движения материальной точки 
как функцию ее положения (координат) в пространстве. Например, для квазиупругой 
силы имеем интеграл: гг г гг 

тѵ 2 кг г 
— + — = Е ’ 


откуда 

2 Е кг 2 

т т 

В этом движении величина Е всегда положительна, поэтому при любом Е найдется 
такое г, что ѵ = 0, т. е. движение финитное. Границы области, в которой может 


находиться точка, определяются условием г = 


а максимальная скорость будет ѵ = 





Пример 12.2. Определение скорости при (финитном) 
силы тяготения. 

Из интеграла энергии ~ - у = Е имеем: о 


движении точки в поле 

V т г 


_ Л /2ѵ 2 ІЁГ 

V г т ' Т ' е ' СК0 Р 0СТЬ может изменяться от нулевого значения 

стоянии от центра г = -щ- до любого большого значения при приближении 
гивающему центру (г->-0). 


на рас- 
к притя- 
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Пример 12.3. Расчет средней кинетической энергии материальной точки, участ- 
вующеи в финитном движении (за большой промежуток времени). 

Умножим основное уравнение динамики (6.1) скалярно на 7: 


йтѵ — 

~ИГ Г '' 


Р г. 


Левая часть преобразуется с помощью легко проверяемого тождества: 


г) -г- 2Т = Р г. 


(а) 


Все величины, входящие в равенство (а), изменяются с течением времени. Усред- 
нить их это значит просуммировать мгновенные значения и разделить на время: 

Т 

1 Г СІ 

^-(то г)Ш — 2Т = Р г; 


— тѵг\1 — 2Т = р7. 

Т {) 

Так как т ->- оо, то первый член равен 0 и 

Т = 


Р г 
2 


(б) 


Р г 


Величина ^ называется вириалом силы. Итак, средняя кинетическая энергия 
определяется как вириал силы. 

, Пример 12.4. Вывод соотношения между средней кинетической и потенциаль- 
ной энергией материальной точки в потенциальном поле. 

Пользуясь формулой (б) примера 12.3 и формулой для потенциальной силы (114) 
имеем: 


Т = угдгагіІЛ 


(в) 


Рассмотрим поле, потенциальная энергия которого является однородной функцией 

п-іл степени от координаты. По' теореме Эйлера для однородных функций гдгасШ = пі/. 
Для этих полей формула (в) принимает вид: 


Это важнейшее соотношение широко используется в других разделах физики В поле 
квазиупругой силы 

кгі = к{х 2 + у* + г 2 ) 

2 




значит, п = 2 и Т = V 


— средняя по времени кинетическая энергия равна средней потенциальной. 

В поле силы всемирного тяготения или кулоновской силы п = — 1 следовательно 

-7 _ _ и 

' 2 кинетическая энергия равна половине (модуля) потенциальной. 

Пример 12.5. Расчет работы гироскопической силы. Гироскопической силой 
называется сила, линейно зависящая от скорости и перпендикулярная скорости. 

Магнитная составляющая силы Лоренца р = д[ ѵ В(г)] является гироскопической. 
Работа гироскопической силы всегда равна нулю: 6Л = Рдг = ц[ѵ В]ѵсІІ — 0, так 
нулк) СМеШаННОе произведение ’ в кото Р ое входят два коллинеарных вектора, равно 
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Пример 12.6. Расчет работы диссипативной силы. 

Диссипативной является сила, противоположная по направлению вектору ско- 
рости чистицы. Это, например, сила вязкого трения: р = — рц. Работа диссипатив- 
ной силы всегда отрицательна. В самом деле, 

М = — р ѵдг = — р ѵ 2 ді. 

Пример 12.7. Получение кинематических уравнений из интегралов движения 
в случае центрально-симметричного поля. 

Для такого поля I! = и (г) и имеет место сохранение момента импульса, т. е. 
движение происходит по плоской траектории. Наиболее удобны поэтому полярные 
координаты. В них интеграл имеет вид: » 


■^-(Р + гѴ) + Щг) = Е, 


(а) 


а интеграл момента импульса или интеграл площадей можно записать в форме 

Р Ф = С. (б) 

Исключая из уравнения (а) с помощью уравнения (б) ю и проводя очевидное преобра- 
зование, имеем: 




2 {Е~Ѵ{г)\ 


Это дифференциальное уравнение с разделяющимися переменными, т. е. оно решается 
с помощью взятия неопределенного интеграла: 


-! 


СІГ 


V 


2\Е-Ц(г)] 

пг 


■ + іо- 


Полученное равенство выражает кинематический закон движения точки по траектории 
Г - г(1). 

Используя уравнение (б) в виде 

гіф = -Д-гД 

г 

и подставляя в него найденное сП, получим: 

С 

— дг 


<р= 5 - 


V 


2[Е - Щг) 1 
пг 


■ + фо, 


что в принципе может быть сведено к уравнению <р = <р(/), если г(І) вычислено. Сле- 
дует заметить, что вычисление интегралов в общем виде при произвольной и (г) не- 
возможно; они далеко не всегда берутся в аналитических функциях и при заданных 
(даже не слишком сложных) II (г). Однако числовой расчет при современных сред- 
ствах всегда с необходимой степенью точности можно произвести. Итак кинемати- 
ческие уравнения г = г{() и ф = ф(/) получены. 

Пример 12.8. Получение кинематических уравнений одномерного движе- 
ния под действием квазиупругой силы. Интеграл энергии для квазиупругой силы из- 

т? кх 2 

2 + ~ 2 ~ — Ь ' 

Очевидное преобразование данного дифференциального уравнения придает ему вид: 

ді V пг пг 
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откуда 


-і 


і = 


йх 


ЛІ — - —х 1 

ѵ т т 


+ СОП5І. 


т т 

Отыскивая данный интеграл в таблицах неопределенных интегралов, имеем: 

х 


— I = агсзіп 
т 


■ + СОП5І, 


2Е 

к 


ма 

деі 

илі 

мо: 

сис 


откуда 


НИ( 




т. е. материальная точка испытывает гармоническое колебание с частотой ш 



и амплитудой А = 


2 Е 

— т— . В данном случае а — начальная фаза — должна быть 


определена из начальных условий. 

Методические замечания по важным понятиям динамики. «Инертность», «инер- 
ция», «движение по инерции» — эти слова часто употребляются в разговорном языке. 
В физике инерции и инертности придают определенный смысл. Под инерцией по- 
нимается явление, состоящее в том, что материальные тела при отсутствии взаимо- 
действий сохраняют неизменным состояние движения или покоя по отношению к инер- 
циальной системе отсчета. Если же тело участвует во взаимодействии, то инерция 
проявляется в том, что изменение его скорости происходит постепенно, а не мгновен- 
но. Наряду с инерцией говорят об инертности как свойстве тел, обусловливаю- 
щем явление инерции. (Иногда слова «инерция» и «инертность» употребляют в 
одном и том же смысле — они обозначают указанные выше свойства тел.) Масса 
тел есть физическая величина, характеризующая свойство инертности, мера инерт- 
ности. 

Движение по инерции строго не определяется. Под ним следует понимать явле- 
ние инерции. Поэтому прежде всего движение по инерции — это движение в отсут- 
ствии сил. Кроме того, можно говорить, что тело по инерции продолжает движение, 
если активные силы отсутствуют, а кинетическая энергия тела уменьшается, рас- 
сеиваясь за счет диссипативных сил. Наконец, в случае уравновешивающейся си- 
стемы сил, т. е. при равнодействующей, равной нулю, также говорят о движении по 
инерции. 
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ГЛАВА IV. ДИНАМИКА СИСТЕМЫ МАТЕРИАЛЬНЫХ ТОЧЕК СТО, 

на 

В механике всегда имеют дело с системой материальных точек, 
взаимодействующих между собой. Однако выше рассматривалось дел 
движение одной точки системы, а остальные только создавали сило- в о; 
вое поле, в котором и двигалась изучаемая точка. В данной главе от ' 
изучается движение и взаимодействие всех точек, входящих в систе- 
му. Основные понятия и законы динамики системы получаются как ся 
обобщения изученных ранее понятий и законов динамики материаль- вза 
ной точки. ван 

нуті 

* ’ 1 

ТОЛІ 
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§ 13. Основные понятия и определения. Дифференциальные 
уравнения движения 

13.1. Механическая система материальных точек. Совокупность 
материальных точек, между которыми имеет место силовое взаимо- 
действие, называется механической системой материальных точек 
или просто механической системой. Примером механической системы 
может служить Солнечная система, твердое тело — неизменяемая 
система точек и т. д. 

Движение системы в механике определено, если известно движе- 
ние каждой точки. 

Система называется свободной, если координаты и скорости точек 
системы могут принимать любые значения в зависимости от сил, 
приложенных к ним, и начальных условий движения. Если координа- 
г ты и скорости точек системы удовлетворяют некоторым условиям — 
7" связям, то система называется несвободной. Связи классифицируют- 
ся по их аналитическому выражению так же, как и для одной ма- 
ь териальной точки. Если связь выражается уравнением, в которое 
входят только координаты точек, то такая связь называется голо- 
номной, удерживающей и стационарной. Когда в уравнения связей 
;. входит время, связи называются нестационарными, а когда связи 
>- выражены неравенствами, они называются неудерживающими. Все 
’’ остальные связи, уравнения которых задаются дифференциальными 
я неинтегрируемыми уравнениями, называются неголономными. 
і- 13.2. Внутренние и внешние силы. Замкнутая и изолированная 
)_ системы. Силы, действующие на точки системы, во многих случаях 
® оказывается полезным подразделять на внутренние и внешние. 
г . Внутренними называются силы, действующие со стороны одних 
точек системы и приложенные к другим точкам той же системы. Ина- 
че, внутренние силы — это силы взаимодействия между точками 
д самой системы. Как правило, внутренние силы задаются непосред- 
ственно как силы попарного взаимодействия между точками. Они 
зависят только от расстояния между точками, имеют центральный 
10 характер и подчиняются третьему закону Ньютона. (Понятие силово- 
го поля для внутренних сил не применяется.) 

Внешними называются силы, приложенные к точкам системы со 
стороны тел, не принадлежащих системе, т. е. силы, действующие 
на систему, находящуюся во внешнем силовом поле, 
к, Указанное подразделение сил на внешние и внутренние опре- 
;ь деляется выбором самой системы. Одни и те же силы могут быть 
э- в одном случае внутренними, а в другом — внешними, в зависимости 
іе от того, какие тела включаются в рассматриваемую систему, 
е- Система, в которой действуют только внутренние силы, называет- 
ік ся механически замкнутой. В такой системе рассматриваются все 
ь- взаимодействующие между собой тела. Это значит, что она изолиро- 
вана от внешних силовых полей. Поэтому в механике говорят о замк- 
нутой или изолированной системе. 

Однако понятие изолированной системы, если рассматривать не 
только механику, не эквивалентно замкнутой; все механически взаи- 
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модействующие части рассматриваемой системы могут быть учтены, 
но система не изолирована, так как испытывает внешнее, не меха- 
ническое влияние. Например, в систему поступает энергия при нагре- 
вании; система испытывает действие внешнего поля, отнести которое 
к механическому взаимодействию точек нельзя, и т. д. 

Внутренние силы обладают важным свойством: геометрическая 
сумма векторов внутренних сил, приложенных к точкам системы, 
называемая главным вектором внутренних сил, равна нулю. Обозна- 
чив через Р' равнодействующую внутренних сил, приложенных к каж- 
дой і- й точке системы, имеем: 

П 

р' = 2 р'і = о. (із.і) 

І = 1 

Это равенство следует из третьего закона Ньютона; внутренние 
силы сводятся к попарным взаимодействиям точек системы, и на 
основании формулы (5.8) геометрическая сумма сил взаимодействия 
равна нулю. 

Р лавный момент внутренних сил, действующих в системе, т. е. 
геометрическая сумма моментов внутренних сил, приложенных к точ- 
кам системы, относительно произвольно выбранной моментной точки, 

равен нулю. Обозначим М[ момент равнодействующей внутренних 
сил, .приложенных к і- й точке системы. Запишем математическое 
выражение указанного свойства: 

М' = I №= I {7іР',} = 0. [13.2) 

г = 1 і ~ 1 

В справедливости равенства (13.2) убеждаемся, рассматривая гео- 
метрическую сумму моментов сил взаимодействия между любой па- 
рой точек системы, которая вследствие формулы (5.8) и определе- 
ния момента (§ 10) всегда будет равна нулю. 

13.3. Дифференциальные уравнения движения системы. Условия 
равновесия. Напишем основные векторные уравнения динамики 
для п точек системы: 

гпіГі = Рі + Р'і,і= 1, 2, 3, ..., п. (13.3) 

В них Рі — равнодействующая внешних сил, а /•'(—внутренних. 

Получили систему из п векторных уравнений. Проецирование 
этих уравнений на оси декартовых координат приводит к 3 п диффе- 
ренциальным скалярным уравнениям движения системы. Эти урав- 
нения позволяют в принципе, как и в динамике точки, решать две 
основные задачи: определять силы по заданному движению системы 
и определять движение системы по заданным силам. Но на практике 
при решении второй задачи динамики системы возникают большие 
математические трудности и ее точные решения для системы из трех 
и более материальных точек неизвестны. Поэтому большое значение 
приобретают общие теоремы динамики системы, позволяющие просто 
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находить первые интегралы движения, а по ним делать существен- 
ные заключения о характере и особенностях движения системы в 
конкретных случаях. 

Но в теоретическом плане уравнения (13.3) исчерпывают вопрос 
о движении системы точек. По координатам точек системы и их 
скоростям, известным в некоторый момент времени, с помощью (13.3) 
определяются координаты и скорости точек во все другие моменты 
времени. В этом проявляется детерминизм или динамическая пред- 
определенность механического движения. 

С помощью уравнений движения (13.3) можно получить условия 
или уравнения равновесия системы материальных точек, перейти 
от динамики к статике. В состоянии равновесия все точки системы 
должны покоиться, а это возможно только при отсутствии ускоре- 
ний, следовательно, -)-/',• = 0 — равнодействующая сил, прило- 
женных к каждой точке, равна нулю. 

Пример 13.1. Решение системы динамических уравнений для нескольких тел 
(изображенных на рис. 13.1). 

На тела действуют силы тяжести ті§, т 2 §, т 3 §, направленные вертикально 
вниз, нормальные силы реакции ЛЩ Л/г, силы натяжения нити Р\, Р 2 , Рз, Р* и силы 
трения Р Ту и Р Тг Составим уравнения движения всех тел: 

т,а, = Р\ + Р Ті + + Л/і, 

ш 2 а 2 = Рз + Рг + Р т , + т 2 8 + Л/ 2 , 
тзаз = т 3 § + Р А . 

Учитывая связи, заключаем, что 

Ы\ = —т ія, N г = — т 2 #, 

Р\ = —Р 2 , Рз = — Р\, Р Ті = ктіё, Р п = кт 2 д, 

а ускорение движения по модулю одинаково для всех тел. Поэтому уравнения движе- 
ния в проекциях на горизонталь и вертикаль приобретают вид: 

ш\а = Р\ — кш\ё, 
т 2 а = Рз — Рі — кт 2 §, 
т 3 а = т 3 § — Рз- 


а(гп\ + т 2 + т 3 ) = т 3 § — кё{т 1 + т 2 ), 
отсюда 


Складывая их почленно, получаем: 

+ гпз] 

_ 8[™з — к{ті + т 2 )} 
т і + т 2 + т 3 

Далее нетрудно найти натяжение нитей 
Р і и Р 3 . 

Из этого решения видно, что, чем боль- 
ше тел и сложнее связи, тем сложнее систе- 
ма уравнений и ее решение. Между тем 
существуют простые методы решения таких 
задач. Они рассмотрены в главе VI. 

13.4. Импульс системы. Центр 
масс. Импульсом системы мате- 
риальных точек называется гео- 



Рис. 13.1. 





метрическая сумма импульсов всех точек системы, т. е. 

Р = X Рі- 


(13.4) 


В динамике механических систем применяется понятие Центра 
масс, или центра инерции системы. Это геометрическая точка, от- 
носительно которой масса системы по всем направлениям распреде- 
лена одинаково. Радиус-вектор центра масс определяется следующей 
формулой: 


= - I 


ГПіГі , 


(13.5) 


і= 1 


т. е. как среднее по массе произведений радиус-векторов точек систе- 
мы на массы точек. 

Здесь пг масса системы, равная сумме масс всех ее точек. Поль- 
зуясь этим определением радиус-вектора центра масс, импульсу 
системы можно придать простой вид, для чего следует продифферен- 
цировать обе части (13.5) по времени: 

р-'і™*™,. , 13 . 6) 

Выберем начало новой, штрихованной, системы координат в цент- 
ре масс системы материальных точек, так что г' с = 0, тогда из уравне- 
ния (13.5) получаем: 

I о 

—Тгпіг'г = 0 . 

І 

Отсюда следует, что в этой системе координат, называемой системой 
центра масс, 

р' = 1р!= 0 ‘(13.7) 

импульс системы материальных точек в системе отсчета с началом 
в центре масс равен нулю. 

13.5. Момент импульса системы. Моментом импульса системы 
материальных точек называется геометрическая сумма моментов 
импульсов всех точек системы: 


Т = I Ші[Гі Ѵі ] 


(13.8) 


Момент импульса материальной точки, как и момент силы, зави- 
сит от выбора начала координат, или моментной точки О. Выведем 
формулу, устанавливающую зависимость между моментами системы 
относительно двух разных точек О и О' (рис. 13.2). Так как 

Гі = Го + г', то с помощью формулы (13.8) имеем: Т = 7/ + [г 0 р], 
где р — импульс системы. Таким образом, момент импульса не зави- 
сит от начала только в частном случае, при р = 0. 
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Интересен случай перехода к 
штрихованной системе координат, 
начало которой связано с центром 
масс системы материальных точек 
и которая движется поступательно 
в исходной нештрихованной систе- 
ме. Теперь Го = г с , откуда г,- = 
= г с + гі 

Поэтому в соответствии с опре- 
делением импульса материальной 
точки 

Р, = ГПіГс + ГПіГ' = ГПіГс + р'. 

Подставляя значение р, в формулу 
(13.8), имеем: 

^ = ХІ Г <' Рі\ + ^УсРі] + 



ГПіГ'і Г с] 4 - ^ГПі[г с Г с ]. 


Средние члены обращаются в нуль, так как ^/п,г,- = 0 по определению 
центра масс, а ’ір' = 0 в соответствии с (13.7), и окончательно 

1 = 1' + [7 с рс\. ' (13.9) 

Таким образом, момент импульса произвольно движущейся си- 
стемы распадется на момент, вычисленный в системе центра масс, 
и момент, выражающий движение системы как целого (материальной 

точки с массой ^т,-, движущейся со скоростью г с ) . Первое слагаемое 
в (13.9) 

7' = ЪѴ’і Рі\ 

может быть названо собственным моментом системы. Заметим, что 
собственный момент системы не зависит от движения системы как це- 
лого и является характеристикой внутреннего движения в системе. 

13.6. Кинетическая энергия системы. Кинетическая энергия си- 
стемы материальных точек — это сумма кинетических энергий всех 
точек системы: 

т — I т ‘ = -я - I ШіѴи (13.10) 

і = і ' і=і 


При вычислении кинетической энергии системы очень полезной 
оказывается теорема: кинетическая энергия системы может быть 
представлена в виде суммы двух слагаемых: кинетической энергии 
поступательного движения системы со скоростью центра масс и ки- 
нетической энергии движения системы по отношению к центру масс 
(теорема Кенига). Докажем эту теорему. 

Пусть ѵ с скорость движения центра масс, ѵ\ — скорость дви- 
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жения і - и точки по отношению к системе отсчета с началом в центре 
масс и движущейся поступательно в исходной системе. Тогда по за- 
кону сложения скоростей имеем: 

Ѵі = ѵ с + ѵ'і, V і = Ѵс + (ц0 2 + 2ѵ с ѵ'. 

Делаем подстановку ѵі в выражение для кинетической энергии 
(13.10): 


1 

2 


X ШіѴІ = Ѵс Е + 4- I Ші(Ѵі ) 2 + Ѵ с І ГПіѴі. 

і = 1 * /=1 * 1—1 1=1 


Последнее слагаемое обращается в нуль на основании (13.7). Окон- 
чательно получаем формулу 


П п 

т ** — - X тіѵі =^-тѵ 2 с + 4- I т,(ц0 2 . (13.11) 

2 і=! 4 1=1 

Здесь первое слагаемое соответствует движению всех точек си- 
стемы с одинаковыми скоростями ѵ с , поэтому и можно назвать его 
кинетической энергией поступательного движения системы как цело- 
го. Второе слагаемое выражает кинетическую энергию движения 
материальных точек в системе, не зависящую от скорости движения 
центра масс, 

13.7. Потенциальная энергия системы. В § 11 определена потен- 
циальная энергия материальной точки. Как понятие силы, так и по- 
нятие потенциальной энергии тесно связано с механической моделью 
взаимодействия. В рамках этой модели материальные объекты пред- 
ставлены системой материальных точек, действующих друг на друга 
на расстоянии с некоторыми силами. 

Если рассмотреть замкнутую систему материальных точек, то 
энергия системы сведется к сумме энергий попарного взаимодействия, 
зависящих только от расстояний между точками в парах. Утвержде- 
ние о суммировании энергии непосредственно вытекает из принципа 
суперпозиции сил: для потенциальных сил, действующих на любую 
точку системы со стороны всех остальных, имеем: 

Е; = I Е, = — X &га й)Ц и = — §гаф I Ѵу, 

і Ф І ІФ І і Ф І 

Е, = — дгафі/, 
где 

Ѵ = I С/и. 

Потенциальную энергию замкнутой системы как функцию ко- 
ординат всех ее точек можно записать в более конкретной форме: 

С/(г», гг г„) — у X X С/.-.ДІ — НІ )• (13.12) 

іфі 

Если система незамкнута, то она рассматривается как находя- 
щаяся во внешнем (нестационарном или стационарном) поле. Для 
системы взаимодействующих точек в нестационарном внешне^ поле 
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имеем общую формулу потенциальной энергии: 

г г„, і) = І/../С1 г. - г, \) + I Ці (п, О-(ІЗ.ІЗ) 

іф'\ і 

Если внешнее поле стационарно, энергия от времени не зависит. 

В механике рассматриваются также системы материальных точек, находящиеся 
в непотенциальных полях. Среди них в особый вид выделяются поля с так назы- 
ваемыми обобщенно-потенциальными силами, для которых вводится функция V, 
зависящая от координат и скоростей точек системы,— обобщенный потенциал. 
С помощью этой функции находят силы. Однако обобщенный потенциал не сводится 
к потенциальной энергии (обобщенно-потенциальные силы рассмотрены ниже, в § 22). 

На систему могут быть наложены связи, в том числе неидеальные, а это значит, 
что точки системы могут испытывать действие диссипативных сил наряду с потен- 
циальными и обобщенно-потенциальными силами. Для непотенциальных и диссипа- 
тивных сил понятие потенциальной энергии неприменимо. 

§ 14. Основные теоремы динамики системы. Законы сохранения 

14.1. Теорема об изменении импульса системы. Закон сохране- 
ния импульса. Теоремы для системы материальных точек удобно 
получать, обобщая рассмотренные ранее соответствующие теоремы 
для одной материальной точки. Теорему об изменении импульса 
материальной точки в форме (9.1) напишем для каждой і- й точки 
системы, подразделяя силы на внутренние и внешние: 

т ‘ ѵ ‘ = + П 

Просуммировав уравнения, получим: 

й * - » -*■ п - 

I т ‘Ѵі = I Рі+ I Р'і. 

і=і і=і і=і 

Слева под знаком производной стоит импульс системы, а правая 
часть равенства представляет собой сумму главных векторов внеш- 
них и внутренних сил. Но главный вектор внутренних сил по фор- 
муле (13.1) равен нулю. Вводя сокращенные обозначения, получен- 
ные уравнения перепишем в виде 



Мы пришли к теореме об изменении импульса системы материаль- 
ных точек, которую можно сформулировать так: производная по вре- 
мени импульса системы равна главному вектору внешних сил, дейст- 
вующих на точки системы. 

Формуле (14.1) можно придать иной вид, если импульс системы 
по формуле (13.6) выразить через импульс центра масс системы: 

ша с = Р. (14.2) 

Формулу (14.2) называют теоремой о движении центра масс: 
центр масс системы движется как точка, в которой сосредоточена 
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вся масса системы и к которой приложен главный вектор внешних 
сил, действующих на точки системы. 

Из (14.1) следует закон сохранения импульса системы: если 
главный вектор внешних сил равен нулю, то вектор импульса сис- 
темы остается постоянным: 

— л ' 

Р = Е гПіѴі = пгѵс — сопзі. (14.3) 

і - і 

Проецируя векторное равенство (14:3) на оси координат, по- 
лучим три первых интеграла движения системы: х с = С ь у с = С 2 , 

г с = Съ. Эти интегралы, как и для одной материальной точки, могут 
существовать одновременно все три, два или один. 

Для замкнутой механической системы внешние силы отсутству- 
Тбт, поэтому для замкнутых систем выполняется закон сохранения 
импульса. Центр масс системы движется по инерции, т. е. равно- 
мерно и прямолинейно. (Поэтому центр масс и называют иначе 
центром инерции.) 

Благодаря указанному свойству движения особое значение 
приобретает система отсчета с началом в центре масс. Она дви- 
жется поступательно в исходной инерциальной системе и является 
инерциальной, а движение материальных точек в ней выглядит 
проще, нежели в других системах отсчета. 

Внутренние силы, действующие в замкнутой системе, могут 
изменять относительные скорости отдельных материальных точек, 
но эти изменения всегда будут такими, чтобы общий импульс оста- 
вался неизменным по величине и направлению. Это неизменное 
значение импульса системы определяется начальными условиями 
движения ее точек. 

14.2. Теорема об изменении момента импульса системы. Закон 
сохранения момента импульса. Теорему об изменении момента 
импульса для одной материальной точки мы получили в § 10 и кратко 
выразили уравнением (10.4). В правой части уравнения стоит сумма 
моментов сил, или момент равнодействующей силы, приложенной 
к материальной точке. 

Теорему^ об изменении момента импульса мы можем написать 
для каждой точки, входящей в систему материальных точек. При 
этом учтем, что силы распадутся на внешние и внутренние. Если 
теперь ввести краткие обозначения для моментов всех сил, урав- 
нения будут иметь вид: 

-§і гпі [ Гі Ѵі ] = Мі + М[. 

Просуммировав их, получим: 

~4т Е т '1 г ‘ у <] = Е Мі + х мі. 

і = і і = і і=і 

Слева под знаком производной стоит момент импульса системы 
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(13.8), а правая часть равенства представляет главные моменты 
внешних и внутренних сил. Но главный момент внутренних сил по 
формуле (13.2) равен нулю, поэтому 



Мы получили теорему об изменении момента импульса системы 
материальных точек, которую можно сформулировать так: производ- 
ная момента импульса системы по времени равна главному моменту 
внешних сил, действующих на точки системы. 

Теорема об изменении момента импульса позволяет определить 
его условия сохранения. Закон сохранения момента импульса гла- 
сит: если геометрическая сумма моментов всех внешних сил, дей- 
ствующих на точки системы, равна нулю, то вектор момента 
импульса системы остается величиной постоянной: 

п 

Т = X т ‘\ г > у і] = сопзі. (14.5) 

Для замкнутых систем закон сохранения момента импульса 
всегда выполняется. 

Под влиянием внутренних сил моменты, импульса отдельных 
точек или частей системы изменяются, но эти изменения обяза- 
тельно компенсируются изменениями моментов импульса других 
точек и частей той же системы. 

Проецируя векторную запись (14.5) закона сохранения момента 
импульса на оси координат, получим три первых интеграла дви- 
жения: 


' 4 = X ГПі (Уі2і — 2іУі) = С 4 ; 

і = 1 

' 4 = X ГПі (2іХі — Х'2і) = С 5 ; (14.6) 

1=1 

• 4 = X гпі (. хіуі — уіХі ) = С 6 . 

І = 1 


Для незамкнутой системы, где момент не сохраняется в целом, 
одна из проекций главного момента внешних сил может обратиться 
в нуль. Тогда имеет место один из первых интегралов движения 
(14.6): сохраняется та проекция момента импульса, для которой 
обращается в нуль проекция главного момента внешних сил. На- 
пример, 


При переходе к системе центра масс момент импульса преобразуется 
по формуле (13.9) : 


Т = Т' + [ГсРс]. 
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Если система замкнута, то последняя формула выражает преобразо- 
вание момента^ импульса при переходе от одной инерциальной сис- 
темы к другой. Обе составляющие момента тогда сохраняются 
в отдельности. 

14.3. Теорема об изменении кинетической энергии системы. 
Закон сохранения полной механической энергии. Теорему об изме- 
нении кинетической энергии для одной материальной точки мы по- 
лучили^ в § 12. Напишем теперь уравнение (12.1) этой теоремы для 
каждой точки системы подробней, выделив в правой части уравне- 
ния сумму работ заданных сил и сил реакции: 

= Р4п 4- /?,Д г,. 

Далее учтем, что для системы заданные силы и силы реакции связей 
распадаются на внешние и внутренние; покажем это в уравнении 

4т т 4 = + РМп + КШп + Щгі. 

Просуммировав почленно все п уравнений системы, получим ра- 
венство 

а (-т 1 т ‘ ѵ ') = І № + І Р'ісіг, + X + і И.Ші. 

1=1 і=і і=і і=і і=і 

Под знаком дифференциала в левой части этого равенства стоит 
кинетическая энергия системы, а правая часть представляет собой 
сумму элементарных работ заданных сил и сил реакций (внешних 
и внутренних). Вводя сокращенные обозначения, рассматриваемое 
равенство перепишем в виде 

йТ = 6Л 6Л' 4- 6Л Д + 6Л^. (14.7) 

Мы получили теорему об изменении кинетической энергии 
системы материальных точек, которую можно сформулировать так: 
дифференциал кинетической энергии системы равен сумме элемен- 
тарных работ сил, действующих на точки системы. При идеальных 
внешних связях работа внешних сил реакций равна нулю. Если 
и внутренние связи идеальны, то и работа внутренних сил реакций 
обращается в нуль. Уравнение теоремы принимает вид: 

йТ = 6Л 4- 6Л'. (14.8) 

В отличие от изменения импульса и момента импульса сис- 
темы при изменении энергии играют роль как внутренние, так и 
внешние силы — «работают» внешние силы и внутренние, в общем 
случае как активные, так и неидеальные реакции связей. 

Теорема об изменении кинетической энергии позволяет опре- 
делить условия сохранения полной механической энергии; эти 
условия названы в законе сохранения энергии: если все силы, 
действующие на точки системы, являются потенциальными и стацио- 
нарными, то полная механическая энергия системы остается вели- 
чиной постоянной. Докажем утверждение закона. 
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Прежде всего заметим, что речь идет либо о свободной системе, 
либо о системе с идеальными связями, т. е. исходим из формулы 
(14.8). Если заданные внешние и внутренние силы являются потен- 
циальными и стационарными, то для каждой точки (см. § 11 ) 
выполняются условия б Аі = — - сШі — сШ', где II ' — потенциальная 
энергия точки в поле системы, а (7, — во внешнем поле. 

Тогда для системы материальных точек элементарная работа 
внешних сил может быть вычислена: 

6Л = X 6Л,- = — (1 ІІііп) = — сШ(г\, г 2 , ..., г п ), 

І = 1 І = 1 

где II — потенциальная энергия системы во внешнем силовом 
поле. 

Внутри системы на каждую точку действуют потенциальные 
силы со стороны всех остальных, причем их равнодействующая 
находится как градиент (по координатам данной точки) от потен- 
циальной энергии системы, определяемой формулой (13.12). Отсюда 
следует, что работа, совершаемая внутренними силами над і - й точкой, 

выражается формулой 6 Л( = — ^гафі/'гіг,. Суммируя элементарные 
работы по всем точкам системы, получаем: 

6 Л' = — ^ §гас ІіІІ'сіГі = — сііі'. 

Найденные выражения элементарных работ подставим в уравне- 
ние теоремы об изменении энергии (14.8): сіТ = — <Ш — сШ', 
откуда и имеем: 

+ и + V) = О, Т + (7 + V = сопзі. (14.9) 

Мы получили закон сохранения полной механической энергии 
системы в случае потенциальных сил, причем полная механическая 
энергия равна сумме энергий кинетической, внешней потенциальной 
и внутренней потенциальной: 

Е=Т+1 7+17'. (14.10) 

Закон сохранения полной механической энергйи (14.9) выражает 
первый интеграл движения, называемый интегралом энергии. 

Для замкнутой системы с потенциальными силами (свободной 
или с идеальными связями) полная механическая энергия сохра- 
няется: 

Е = Т + V = сопзі. (14-11) 

Кинетическая энергия системы материальных точек может быть 
представлена по теореме Кенига (13.11) в виде суммы энергии по- 
ступательного движения - 5 - тѵ 2 с и энергии внутреннего движения 

1 Я ^ 

- 5 - ^Шіѵ'і . В соответствии с этим в полной механической энергии 

системе, определяемой формулой (14.10), можно выделить внутрен- 
нюю механическую энергию, представляющую собой сумму энергий 
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внутренней кинетической и внутренней потенциальной: 

Е ви =Т'+Ѵ'. (14.12) 

Внутренняя механическая энергия системы в общем случае не сохра- 
няется, но для замкнутой системы с потенциальными силами сохра- 
нение имеет место, так как постоянна полная энергия (14.11) и 
постоянна ее часть — энергия поступательного движения. 

В заключение заметим, что системы с сохраняющейся полной 
механической' энергией называются консервативными. 

Пример 14.1. Применение закона сохранения импульса для вывода уравнения 
движения материальной точки переменной массы. 

Основной принцип реактивного движения общеизвестен: в реактивном двигателе 
сгорает топливо и продукты горения с большой относительной скоростью выбра- 
сываются назад, а сам двигатель при этом отталкивается вперед. Однако непосредст- 
венное применение законов Ньютона в задаче о движении ракеты при определении 
ее кинематических параметров приводит к неразрешимой проблеме многих тел. 
Используем для составления уравнения движения ракеты законы изменения и сохра- 
нения импульса. 

При движении ракеты ее масса убывает и ракету можно рассматривать 
как материальную точку переменной массы, на которую действует реактивная сила, 
являющаяся результатом взаимодействия ракеты с выбрасываемыми газами. 
Допустим, М{і) — масса точки, являющаяся непрерывной (убывающей) функцией 
времени. Пусть за ёі секунд точка испускает частицу бесконечно малой массы 

— ёМ > 0 со скоростью V по отношению к неподвижной системе координат. Ввиду 
того что испускание частицы представляет процесс, при котором возникают только 
внутренние силы в системе точка — испущенная частица, общий импульс системы при 

этом не изменяется. Импульс системы до испускания Мѵ, где ѵ — скорость ракеты 
до испускания частицы. После испускания импульс системы будет равен: 

— ёМи + (М + ёМ)( ѵ + ёѵ). Приравнивая эти выражения импульса, по закону со- 
хранения получаем: Му = (М -|- ёМ)(ѵ + ёѵ) — иёМ. 

Бесконечно малой величиной второго порядка малости ёМёѵ пренебрегаем и 
приходим к равенству Мёѵ = ёМ(и — у). 

После деления обеих частей равенства на элемент времени получаем уравнение: 


,, ёѵ ёМ 

м чг = чг {и 


ѵ). 


Сравнение последнего уравнения с основным уравнением динамики материальной 
точки (вторым законом Ньютона) позволяет рассматривать правую часть его как 
выражение реактивной силы, приложенной к точке переменной массы. Заметим, 


что разность ( и — у) = ѵ, есть скорость истечения 
т. е. реактивная сила выражается формулой: 



газов относительно ракеты, 


Если на точку переменной массы действует еще некоторая внешняя сила Р, 
то ее следует добавить к правой части уравнения, и тогда приходим к уравнению 
Мещерского: 


М 


ёѵ 

ёі 


= Р + Ф„ 


которое выражает основной закон движениия точки переменной массы. 

Пример 14.2. Применение уравнения Мещерского в задаче Циолковского. 
Пусть точка переменной массы (ракета) движется в безвоздушном пространстве 
под влиянием только реактивной силы, причем относительная скорость истечения 
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частиц постоянна и направлена противоположно скорости ѵ ракеты. Требуется 


определить скорость ѵ и пройденное точкой расстояние. Такова задача Циолковского. 

Дифференциальное уравнение, выведенное в предыдущем примере, в данном 
случае запишется следующим образом: 


М 


сіѵ 

чг 


= — V, 


ам 

ш 


После разделения переменных имеем: 


сіѵ йМ 

ѵ, М 

Если зависимость массы точки от времени известна: М = Мо{(1), то можно дифферен- 
циальное уравнение проинтегрировать; получаем: ѵ = — ѵ, 1п ( + С,. Пусть началь- 
ные условия таковы: ѵ\ , _ 0 = ѵо, [і = р = 1. Тогда закон изменения скорости 
выражается формулой 

ѵ = ѵ 0 — ѵ, 1п / = ѵ 0 + ѵ, 1п 

м 

Так как запас топлива в ракете ограничен, то процесс выбрасывания частиц 
продолжается в течение конечного промежутка времени на участке траектории, 
называемом активным. Определим скорость в конце активного участка. 

Обозначим т массу топлива и М 3 массу ракеты, т. е. М 0 = М 3 + т. Тогда 
для скорости в конце активного участка при начальной ѵ 0 = 0 получим следующее 
выражение: 

— »-(■*&=■)-* -(.+*): 

Отсюда следуют важные выводы: скорость точки в конце активного участка пропор- 
циональна относительной скорости выбрасывания частиц; скорость точки в конце 
активного участка возрастает при увеличении отношения массы топлива к массе 
ракеты (это отношение называют числом Циолковского); скорость точки в конце 
активного участка не зависит от скорости горения топлива. 

Пример 14.3. Упругое соударение двух частиц. 

При упругом соударении сохраняются импульс и энергия системы. Рассмотрим 
столкновение частиц. Задача состоит в нахождении скоростей после столкновения 
по известным скоростям до столкновения. Проще всего рассматривать столкновение 
частиц в системе координат, где центр масс соударяющихся частиц покоится. 

Пусть массы частиц гп\ и т 2 , их скорости в некоторой системе координат 

(неподвижной, лабораторной) до столкновения равны ц, и ѵ 2 . Тогда центр масс 
частиц в этой системе движется со скоростью 

— _ т + тЧі 

Ѵс ; . 

т , + /л 2 

Скорости частиц до столкновения в системе координат, в которой центр масс 
покоится, можно найти, если из скоростей частиц в лабораторной системе вычесть 
скорость центра масс. Обозначим скорости частиц относительно центра масс до столк- 
новения соответственно оо.і и ѵо, 2 - Для них имеем следующие выражения: 


Уо.і 


Ѵ\ 


тіѵ\ + ГП2Ѵ2 т г - 

т\ + т 2 т, + т 2 ^ _ Ѵ 2 '’ 


Ѵо.2 = Ѵ2 


гп\Ѵ\ -)- т 2 ѵ 2 

т і + т 2 


— т і 
т і + т 2 


(оі — 02 ). 


Как и следовало ожидать, величины относительных скоростей обратно пропор- 
циональны массам частиц, а направления их прямо противоположны (в системе 
центра масс импульс системы двух частей равен нулю). После столкновения ско- 
рости, изменив направления, останутся противоположными. При упругом столкновении 
сохраняется кинетическая энергия, поэтому не изменяются и абсолютные величины 


относительных скоростей. Обозначим через п единичный вектор в направлении ско- 
рости первой частицы после столкновения. Тогда относительные скорости частиц после 
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столкновения будут иметь следующие значения: 
т 2 


«іи = 


т, + т 2 


I «і — « 2 I п, ѵ'о.г = 


т і 


т г + т 2 


I «і — « 2 I и. 


Для получения скоростей частиц после столкновения в лабораторной системе 
координат к этим выражениям нужно добавить скорость центра масс. Таким образом, 
получаем окончательные выражения для скоростей частиц после столкновения: 


ѵ\ = 


« 2 = 


т 2 


гп\ + т 2 
т. 


■I «і 


■I «і 


«2І П- + 
- «2І П + 


т\Ѵ\ + т 2 о 2 
гп\ + т 2 

т іщ + т 2 ц 2 


т, + т 2 т, +. т 2 

Задача решена — скорости частиц после столкновения найдены. Однако ответ 

многозначен, так как направление вектора п не определяется из законов сохранения, 
оно зависит от закона взаимодействия частиц и их взаимного расположения во время 
столкновения. 

Пример 14.4. Работа при механическом ударе. 

Умножим почленно основное уравнение удара (пример 9.1) на о 2 и ѵ\ и получим: 

тѵі — тѵ\Ѵ2 = Кѵ 2 , тѵ 2 ѵ і — то? - к Ѵи 
Суммируя полученные равенства почленно и применяя теорему об изменении кине- 
тической энергии, найдем работу, совершаемую при ударе: 


А = 


тот 


= К 


«і 


2 2 ' 2 
Итак, работа, совершаемая при ударе, равна скалярному произведению ударного 
импульса на полусумму начальной и конечной скоростей. 


§ 15. Задача двух тел 

15.1. Приведенная масса. Ранее (§ 13) рассматривались урав- 
нения динамики системы материальных точек. При этом указывалось, 
что решение их встречает для многих точек непреодолимые мате- 
матические трудности. Действительно, точного решения системы 
уравнений ( 1 3.3) для произвольных сил не найдено уже в случае трех 
материальных точек, поэтому важна задача о замкнутой системе 
двух точек, называемая задачей двух тел. Она имеет простое и 
исчерпывающее решение — сводится к основной задаче динамики 
одной материальной точки. Решение задачи двух тел используется 
в небесной механике, описывающей движение планет и их спутников 
в Солнечной системе, в задачах на столкновение частиц, в статисти- 
ческой физике и других вопросах. 

Рассмотрим замкнутую систему двух материальных точек, взаимо- 
действующих между собой. Как было установлено (§14), центр 
масс этой системы движется равномерно и прямолинейно (или по- 
коится). Задача просто решается в системе с началом в центре масс, 
движущейся поступательно (такая система называется Ц-системой). 

Обозначим массы частиц через т\ и т 2 , их радиус-векторы, 

проведенные от центра масс, соответственно г\ и г 2 (рис. 15.1). 
Пусть г — вектор, проведенный от точки т 2 к т\. Из определения 
радиус-вектора центра масс имеем: т\Г\ + т 2 г 2 = 0. 
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Непосредственно из рисунка следует соот- т 2 г С 
ношение между радиус-векторами: 2 - і 

= + Л (15.1) 

Два последних равенства позволяют выра- 


зить радиус-векторы г\ и г 2 через вектор г, соединяющий точки т 2 и 
т і. Имеем: 


г 1 


т 2 


ті + т 2 


г, г 2 = 


т, 


ті + т 2 


Г. 


(15.2) 


Напишем теперь основные уравнения для движения обеих точек 
в Ц-системе: 


т\г і = Р 2 . і (г), 

т 2 г 2 - / Г і, 2 (г). 


(15.3) 


Но пока что мы значительно не продвинулись в решении задачи 
двух тел, так как силы в уравнениях (15.3) зависят от расстояния 
между точками, а не от расстояния до центра масс, т. е. решать 
уравнения (15.1) отдельно для каждой точки нельзя. Однако именно 
в задаче двух тел эти трудности устраняются. 

Пользуясь вышенаписанными выражениями для радиус-векторов 

(15.2), исключим из основных уравнений (15.3) Т\ и г 2 . Получаем 
уравнения движения: 


тіт 2 
т і + т 2 


= Р*л(г), 


тіт 2 
т\ + т 2 


Ри *(г). 


Ввиду того что по третьему закону Ньютона Р 2 ,\ — — Р 1 , 2 , 
оба уравнения становятся тождественными, и движение системы двух 
точек в результате их взаимодействия эквивалентно движению одной 
точки в соответствии с уравнением 


т.\т 2 -*• -± . . 

~тГ + т 2 Г =Р( Г У (15.4) 

Уравнение ( 1 5.4) отличается от известного уравнения движения 
материальной точки в поле заданной силы (6.1) только тем, что 
вместо массы т здесь выступает комбинация масс двух точек: 


т т\ + т 2 ' ( 15.5) 

Величина т' называется приведенной массой. 

Итак, задача двух тел свелась к задаче о движении одной 
материальной точки с приведенной массой в Ц-системе под действием 
центральной силы; уравнение движения имеет обычный вид: 

т'~г =.Р(г). (15.6) 
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Но при использовании результатов решения уравнения (15.6) 
необходимо помнить, что точка т', движущаяся на конце радиус- 

вектора г под действием силового центра в начале координат 
Ц-системы, является не реальной, а изображающей движение 
системы. От ее движения, после того как уравнение (15.6) проинтег- 
рировано, следует переходить к реальному движению двух мате- 
риальных точек ш\ и т 2 . 

15.2. Движение двух материальных точек в системе центра масс. 

Движение изображающей точки в соответствии с уравнением (15.6) 
будет плоским, так как сила центральная (§ 10.3). Пусть кинемати- 
ческое уравнение движения найдено: г = г(і). В таком случае с по- 
мощью формулы (15.2) находим и кинематические уравнения движе- 
ния обеих материальных точек в Ц-системе: 

7 \= — ^ 7 ( 1 ), 7 , 2= ^ 7 ( 1 ). (15.7) 

т\ + т 2 ' ' гп\ + /п 2 ѵ ' ѵ / 

Очевидно, что траектории движения изображающей точки и точек 
гп\ и т 2 будут подобными кривыми относительно центра масс, 
а отношение подобия есть обратное отношение масс, т. е. 


П_ т 2 

гг т. 


(15.8) 


Нетрудно найти и скорости движения точек. Дифференцируя 
(15.7) по времени, имеем: 


Ѵ\ 


тг 


т і + т 2 


V, Ѵ 2 =- 


Ш\ 


т\ + т 2 


(15.9) 


Задача двух тел решена. 

Пример 15.1. Движение тел одинаковой массы. 

Траектория движения изображающей точки есть окружность. Поскольку в этом 

случае 



, т - - г - - ѵ 

т = ~ 2 ~, Гі= —г 2 = — , ѵі = — ѵ 2 =-^-, 

то картина движения материальных точек 
и изображающей точки соответствует ри- 
сунку 15.2. 

Пример 15.2. Движение точек по 
эллиптическим орбитам. При одинаковых 
массах т, = т 2 и различных, т. е. т 2 > т\, 
траектории движения показаны на рисун- 
ках 15.3 и 15.4. 

Пример 15.3. Перевод решения за- 
дачи двух тел в лабораторную систему. 

Пусть скорость движения центра масс зам- 
кнутой системы двух материальных точек 
известна в некоторой неподвижной системе 
координат — лабораторной. В таком слу- 
чае, решив задачу в Ц-системе, все резуль- 
таты можно перевести в Л-систему. По 
формулам (3.1) и (3.6) имеем: 


г\(і) = ѵ 0 1 + 


т 2 


ті + т 2 


г((). 


і 

4 

1 

2 

3 

4 

1 

2 

3 

4 

э 
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Рис. 15.2. 











уі 


Уо + 


т 2 


ті + т 2 


у; г г {1) = ѵ 0 1 


т і 


/Я| 


т 2 


г (О, у 2 


Уо — 


т. 


•/пі + «2 


Пример 15.4. Энергия замкнутой системы (консервативной) двух точек. 

Кинетическая энергия системы может быть преобразована к энергии изобра- 
жающей точки. Используя формулу (15.9), получаем: 

'"'У' Шіѵі = тітіѵ 2 т\т 2 ѵ 2 _ 1 т,/п 2 2 т'ѵ 2 

2 2 2(ті + т 2 ) 2 2(т> + т 2 ) 2 т\ -(- т 2 У 2 ' 

Таким образом, полная энергия системы будет 

Е = + Щг). 

Она выражается через приведенную массу системы. 

Пример 15.5. Момент импульса системы двух точек. Запишем момент 
импульса системы: 

Т = т\ [ г \р і ] + т 2 [ г 2 о 2 ] . 

Внесем сюда выражения г\ и г 2 через вектор г, выражающийся формулой (15.7), 
и получим равенство 


т\гпі 
Щ\ + т 2 


■['•у, ] - 


тіт 2 
/Пі + т 2 


Г У 2 = 


тіт 2 
Ш\ + т 2 




"а]]- 


Но вектор Уі у 2 есть^скорость о' первой частицы относительно второй или скорость 

изображающей точки о, и окончательный результат выражается равенством 

і = т' [ г ѵ ] . 

Это собственный момент; он сохраняется. 


Из приведенных примеров видно, как задача о движении двух 
тел сводится к задаче о движении одной точки под действием задан- 
ной силы. Особую роль при этом играет приведенная масса системы, 
через нее выражаются и основные динамические параметры систе- 
мы — энергия, импульс, момент импульса. 


ГЛАВА V. ОСНОВЫ ДИНАМИКИ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

Под абсолютно твердым телом в механике понимают систему, 
состоящую из материальных точек с неизменными расстояниями 
между ними. При моделировании реальных тел такой системой точек 
конечный объем тела V разбивается на элементарные объемы дѴ, 
а все тело мысленно — на совокупность бесконечно малых тел (мате- 
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риальных точек) с массами йт = р дѴ, где р — плотность тела. Таким 
образом, твердое тело рассматривается как непрерывная система 
материальных точек, число которых бесконечно в конечном объеме 
тела. 

Каких-либо предположений о структуре тела, взаимодействии 
частиц тела между собой не делается, кроме одного: расстояния 
между двумя любыми точками тела не изменяются, как бы ни двига- 
лось тело и какие бы силы на него ни действовали. Это означает 
сохранение его формы и размеров, т. е. полное отсутствие дефор- 
маций. 

Известно, что реальные твердые тела деформируются. Исполь- 
зование модели абсолютно твердого тела исключает рассмотрение 
деформаций реальных тел в данном разделе механики. 

Любое реальное твердое тело состоит из атомов и молекул, взаи- 
модействующих между собой и движущихся определенным образом. 
Этим взаимодействием и движением в конечном счете определяются 
все свойства тела — плотность, твердость, упругость, прочность, 
сохранение неизменной формы тела. В модели твердого тела не 
учитывают все другие свойства реального тела, кроме абсолютизи- 
рованной неизменности форм — жесткости тела и плотности его. 

О неизменности расстояний между точками в твердом теле можно 
говорить как о связях жесткости, наложенных на точки, ограничи- 
вающих число степеней свободы тела до шести (§ 2). Однако понятие 
связи здесь в полной мере не применяется, так как реакции этих 
связей не рассматриваются. 

В данной теме изучается динамика твердого тела, где при- 
меняются общие теоремы динамики системы точек к частному случаю 
системы с неизменными расстояниями между точками, устанавли- 
ваются законы движения, характерные для тела. При изучении главы 
необходимо опираться на кинематику движения твердого тела, из- 
ложенную в курсе ранее. 


§ 16. Момент инерции 

16 . 1 . Момент инерции. Теорема Штейнера. В вопросах динамики 
важную роль играют инертные свойства тел. При поступательном 
движении инертные свойства тела полностью определяются массой 
тела. Для вращательного движения самое существенное значение 
имеет распределение массы по объему твердого тела. Инертные 
свойства твердого тела во вращательном движении определяются 
новой величиной — моментом инерции. Моментом инерции / 5 тела 
относительно оси 8 называют сумму произведений отдельных элемен- 
тов йт массы тела на квадраты их расстояний до оси (рис. 16.1): 

/.=$ Я 2 йт =\К 2 рс1Ѵ, (16.1) 

где р — объемная плотность тела. 

По теореме о среднем из интегрального исчисления для момента- 
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инерции можно написать после вынесения из-под знака интеграла 
среднего значения подынтегральной функции следующее выражение: 

/, = К 2 \сІт = Я 2 т. (16.2) 

к 

Среднее значение квадратов расстояний элементов массы до 
данной оси называют квадратом плеча или радиусом инерции тела. 

Моменты инерции тела относительно осей произвольно выбранной 
декартовой системы координат (рис. 16.2) соответственно обозначим 
Іхх = I іь Іуу = / 22 І / гг = / зз. Они имеют выражения 

Іхх = \ (у 2 4- г 2 )дт, 

V 

• Іуу — 5 (2 2 х 2 )<1т, (16.3) 

V 

/гг = \(Х 2 + У 2 )дт. 

> ѵ 

Отметим следующие свойства моментов инерции тела относи- 
тельно координатных осей. 

Сумма моментов инерции относительно каких-либо двух осей 
больше момента инерции относительно третьей оси: І хх -|- І уу — 
— /гг ^ 0. Действительно, 

Іхх + Іуу — /гг = \2х 2 0.ГП > 0. 

V 

Если изобразить величины моментов инерции тела относительно 
координатных осей отрезками прямых соответствующей длины, то 
из них можно построить треугольник. 

Сумма моментов инерции тела относительно любых трех взаимно 
перпендикулярных прямых, проходящих через данную точку, есть 
величина постоянная, не зависящая от направления прямых. В самом 
деле, 

Іхх + Іуу + Дг = 2\(х 2 + у 2 + г 2 )йт = 2 Н, 

V 

Й7 


где величина 


Н = \(х 2 + у 2 + г 2 )йт 

. V 

называется полярным моментом инерции тела относительно начала 
координат и является постоянной. 

Из приведенных определений следует, что момент инерции зависит 
от выбора оси, по отношению к которой он берется. Исследуем как 
изменяется момент инерции тела при изменении положения оси. 

Связь между моментами инерции относительно параллельных 
осей устанавливается теоремой Штейнера: момент инерции тела / 5 
относительно ^ данной оси равен моменту инерции ! с относительно 
параллельной оси, проходящей через центр масс тела, сложенному 
с произведением массы тела на квадрат расстояния между осями 
что выражается равенством 

I* = І с + тй 2 . (16.4) 

Для доказательства совместим ось Ог с осью 5 , а ось Ох направим 
так, чтобы она пересекала параллельную ось, проходящую через 
центр масс (рис. 16.3). Обозначим Я и Я с — расстояния от какого- 
либо элемента массы йт соответственно до оси 5 и оси, проходящей 
через центр масс. По определению имеем: 

/* - \Я 2 йт, 

V 

Іс = \Я 2 йт. 
ѵ 

Из косоугольного треугольника имеем: 

Кс = Я 2 + й — 2 сі #соза. 

Делаем подстановку в выражение І с и получаем: /<. = /.+ т й 2 — 
— 2 й\хд.т. 

V 

По определению координат центра масс твердого тела как непре- 
рывной системы точек йт с помощью формулы (13.5) имеем: 
\хйт = тх с . Окончательно получаем: І с = / 3 тй 2 — 2 тй 2 

1$ = Іс + тй 2 . 

Теорема доказана. На основании теоремы Штейнера заключаем 
что моменты инерции тела относительно осей, проходящих через 
центр масс, являются наименьшими по сравнению с моментами отно- 
сительно других, параллельных им осей. 

16 . 2 . Зависимость момента инерции от направления оси. Пере- 
ходим к изучению зависимости момента инерции тела относительно 
оси, проходящей через заданную точку тела, от направления оси 
Помещаем в данной точке начало координат прямоугольной декар- 
товой системы. Тогда положение оси определяется значениями ее 
трех направляющих косинусов, которые обозначим соответственно 
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а, р и ѵ- Задача состоит в нахождении момента инерции І $ как функ- 
ции направляющих косинусов. Из треугольника ОАВ (рис. 16.4) для 
квадрата расстояния элемента массы йт от оси Ох имеем следующее 
выражение: /? 2 = х 2 + у 2 г 2 — (СМ) 2 , где ОА — проекция радиус- 
вектора элемента массы йт на направление оси Ох. Представив 

' радиус-вектор разложением по ортам, г = хі + у/ + гк, и проеци- 
руя полученную векторную сумму на Ох, получим: ОА = ха + 
+ У$ + гу. 

Производим дальнейшие тождественные преобразования выра- 
жения для квадрата расстояния К 2 : 

К 2 = х 2 + у 2 + г 2 — (ха + у$ + гу)* = 

= (у 2 + г 2 )а 2 + (х 2 + г 2 )р 2 + (х 2 + у 2 )у 2 — 2 уг$у — 

— 2хгау — - 2хуа$. 

При преобразовании использовано условие, которому удовлетво- 
ряют направляющие косинусы: а 2 -\~ р 2 у 2 = 1 . Вносим найденное 
выражение квадрата расстояния /? 2 в выражение момента инерции 
и получаем: 

І 5 (а, р, у) = а 2 \(у 2 + г 2 )йт + р 2 )(л: 2 + г 2 )йт + 

ѵ V 

+ Ѵ 2 К* 2 + У 2 )йт — 2ру \угйт — 2ау\хгйт — 2ар \хуйт. 

ѵ V V V 

Коэффициенты при квадратах направляющих косинусов — мо- 
менты инерции тела относительно координатных осей. Постоянные 
величины 

/ 2 ,з = Іу,г — — \угйт\ I і,з = /*, г = — \хгйт\ 

V V 

1 1,2 = Іх У = — \хуйт 

V 

имеют одинаковую с моментами инерции размерность. Они получили 
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название произведений инерции тела или центробежных моментов 
инерции. Окончательный результат оказывается следующим: 

I* = 1\. іи 2 “Ь / 2,2 р 2 + /з,з у 2 + 2/г.з Ру + 2/ і,з осу 4“ 2/ 1 , 2 сер. (16.5) 

Момент инерции является однородной квадратичной функцией 
направляющих косинусов оси. Формула (16.5) позволяет определить 
его относительно любой оси, проходящей через заданную точку, если 
известны все шесть величин /,,*(/, к = 1, 2, 3). Эти величины игра- 
ют роль своеобразных составляющих момента инерции в данной си- 
стеме координат. Отсюда следует, что, не являясь вектором, эта ве- 
личина не является и скаляром. Она принадлежит к тензорным ве- 
личинам. 

Для нахождения зависимости момента инерции тела от направ- 
ления оси, проходящей через некоторую точку О, выполним следую- 
щее мысленное построение. От точки О по оси Оз, момент инерции 
относительно которой равен / 5 , отложим отрезок прямой длиной 

_ 1 

Г - Ѵб ( 16 . 6 ) 

и найдем геометрическое место концов этих отрезков, отложенных 
по всевозможным направлениям. Замечая, что координаты конца 
отрезка выражаются через направляющие косинусы равенствами 
х = га, у = гр, г = ту, после подстановки в формулу (16.6) значе- 
ния момента инерции из (16.5) получаем уравнение геометрического 
места точек: 

І$Г 2 = ІххХ 2 ІууУ 2 + / гг2 2 -)- 2 1 уг у2 

+ 2 І гг гг + 2І ху ху = 1. 

Это уравнение второго порядка может быть только уравнением эллип- 
соида, так как в соответствии с (16.6) у поверхности нет бесконечно 
удаленной точки. Полученный эллипсоид инерции дает наглядное 
представление о значениях моментов инерции тела для различных 
осей, проходящих через точку О (рис. 16.5). Отметим еще раз, что 
коэффициентами в уравнении эллипсоида служат моменты и про- 
изведения инерции тела относительно осей координатной системы, 

в которой записано уравнение. От- 
сутствие в уравнении линейных 
членов указывает, что начало ко- 
ординат совпадает с центром эл- 
липсоида. Наличие в уравнении 
членов с произведениями коорди- 
нат обусловлено несовпадением 
осей с полуосями эллипсоида. Если 
произвести преобразование коор- 
динат, повернув оси координат до 
совпадения с полуосями эллипсои- 
да, коэффициенты при произведе- 
ниях координат обратятся в нули 
и каноническое уравнение эллип- 
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соида по отношению к этим осям будет иметь вид: 

Гх'х'Х' 2 + Іу'у'У ' 2 "Т Іг’г ' 2 ' 2 = Г 


Коэффициенты / хѴ , І у , у ,, І г , г — моменты инерции тела по отношению 
к новым осям координат х' , у', г'. Оси симметрии эллипсоида инерции 
называются главными осями инерции тела для данной точки. Главные 
оси инерции — это три взаимно перпендикулярных направления, 
проходящие через данную точку, относительно которых моменты 
инерции тела имеют экстремальные значения (минимальное для 
направления большой оси эллипсоида, максимальное — для малой 
оси и минимум-максимум — для средней оси). 

Итак, по отношению к главным осям инерции произведения инер- 
ции обращаются в нули. Если а, р, у есть направляющие косинусы 
оси по отношению к главным осям инерции для данной точки, то 
момент инерции будет выражаться через главные моменты простей- 
шим образом: 


Г — Іхх<Х 2 + Іуу $ 2 “Ь Ігг\ 2 - 


(16.7) 


Главные оси инерции и главные моменты инерции для центра 
.масс называются соответственно главными центральными осями и 
моментами инерции тела. Главные центральные моменты могут 
обозначаться соответственно 


I XX — І\\ Іуу — І2\ Гг — / 3 - 


В дальнейшем в нашем курсе мы будем иметь дело с моментами 
инерции и центробежными моментами инерции для ортогональных 
осей с началом координат в центре инерции тела. 

Вернемся к обозначениям моментов цифровыми индексами и запишем компоненты 
центрального тензора инерции в следующей таблице: 



Тензор инерции является симметричным тензором второго ранга. Он имеет шесть 
различных компонентов. По главной диагонали располагаются моменты инерции 
относительно координатных осей. Поворотом координатных осей до совпадения с 
главными центральными осями инерции тензор приводится к диагональному виду. 
Остаются только компоненты по главной диагонали / 1, Г и / з, которые в этом случае 
являются главными центральными моментами инерции, а центробежные моменты 
инерции обращаются в нули: 



Момент инерции тела относительно любой оси вычисляется по фор- 
муле (16.7) и теореме Штейнера (16.4). 

Тело, у которого все три главных центральных момента инерции 
различны, называют асимметричным волчком, если же два момента 
инерции одинаковы — симметричным волчком, одинаковы три — 
шаровым. Названия происходят от форм эллипсоидов инерции. 
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Пример 16.1. Вычисление момента инерции однородного стержня. 

Длину стержня обозначим I. Начало координат совместим с центром масс. Вы- 
делим элемент длины йх. Обозначим линейную плотность стержня 6. Вычислим момент 
инерции стержня относительно оси, проходящей через центр масс и перпендикулярной 
стержню: 

//2 1 

І с = і /? 2 с/т = 5 'х 2 Ьйх = —г-- ті 2 , 

V -// 2 

где т — масса стержня. 

Момент инерции этого стержня относительно оси, перпендикулярной стержню 
и проходящей через его конец А, найдем по теореме Штейнера, т. е. 

Л = Іс + т (у) = у ті 2 . 

Пример 16.2. Вычисление момента инерции однородного обода. 

Имеем тонкий однородный обод с радиусом /? и с массой т. Разбивая его на 
точечные массы сіт, найдем его момент инерции относительно оси симметрии: 

Іс —-\К 2 с1т = т/? 2 . 

■ ѵ 

Этот результат легко распространить на тонкостенный цилиндр. Применяя теорему 
Штейнера, найдем момент инерции относительно образующей цилиндра: 

Іі = Іс + т/? 2 = 2т/? 2 . 

Пример 16.3. Вычисление момента инерции однородного диска. 

Имеем тонкий однородный диск с радиусом /? и с массой т. Разобьем его на 
точечные элементы массой сіт , положение которых определяется полярными коорди- 
натами г и ф. Пусть поверхностная плотность массы — б. Тогда сіт = Ьгсі^сіг. 

ТТ « Я2л 

Найдем момент инерции диска относительно оси симметрии: І с = ( $ г 2 блйф</г = 



Представляя однородный прямой круговой цилиндр как набор тонких дисков, 
получим аналогичный результат. Для оси, совпадающей с одной из образующих 

3 

цилиндра, по теореме Штейнера имеем: / 5 = І с + т/? 2 = — т/? 2 . 


Пример 16.4. Вычисление момента инерции однородного шара. 

Вычислим сначала полярный момент инерции однородного шара по формуле 
Н = $(* 2 + у 2 + г 2 ) сіт — \г 2 йт = \г 2 рсіѴ. 

к V V 

Если в качестве элементарного объема сІѴ выбрать сферический слой толщиной сіг 
К 4 

и радиусом г, то Н = $ ргЧлЛ/г = — яр/? 5 . 

■ 0 5 

4 

Вводя массу шара т = — л/? 3 р, имеем также для полярного момента инерции выра- 

3 

жение Н = — т/? 2 . 

5 

Далее заметим, что моменты инерции шара относительно любой оси, проходящей 
через его центр, одинаковы. Поэтому с помощью формулы /| + /г + /з = 2 Н по- 
лучаем значение момента инерции шара относительно оси, проходящей через центр: 
, 2 Н 2 , 

Іс — —х— = -г- т/? . 

3 5 — 
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§ 17. Динамика твердого тела 

17.1. Движение центра масс и поступательное движение. В § 2 

рассматривалась кинематика движения твердого тела. Там было 
установлено, что в общем случае движение может быть представлено 
как совокупность поступательного движения тела со скоростью не- 
которой его точки — полюса и вращения твердого тела вокруг мгно- 
венной оси, проходящей через полюс. В данном параграфе рассматри- 
вается движение твердого тела под действием приложенных к нему 
сил. Мы будем стремиться представить движение как совокупность 
поступательного движения и вращательного. 

Для твердого тела справедлива теорема о движении центра масс 
системы (§ 14), выражающаяся формулой 

та с = Р. (17.1) 

Теперь ее можно сформулировать так: центр масс твердого тела 
движется как точка, в которой сосредоточена масса всего тела, 
а к ней приложен главный вектор сил, действующих на твердое тело. 

Таким образом, в твердом теле выделяется точка — центр масс, 
координаты которой определяются формулами (13.5): 

Р Х(ІѴ > Ус = ~^г] Р уйѵ, г с - Р гаѵ, 

т V т V V 

где р(х, у, г) — плотность тела. 

Центр масс движется в соответствии с уравнением (17.1 ). В проек- 
циях на неподвижные оси координат Охуг .(см. рис. 2.1) имеем урав- 
нения движения центра масс: тх с = Р х , туе = Ру, тг с = Р г . Данные 
уравнения полностью исчерпывают задачу о движении твердого тела 
в случае поступательного движения. Последнее будет иметь место, 
если система сил, приложенных к твердому телу, сводится к равно- 
действующей силе, проходящей через центр масс, а в начальный 
момент времени вращение тела отсутствует. Инертные свойства тела 
при поступательном движении полностью характеризуются массой 
тела. 

Если главный вектор сил Р = 0, то имеются интегралы движения: 
х с = С 1 , Ус = С 2 , г с = С 3 . 

Вторая задача динамики для поступательного движения твердого 
тела оказывается совпадающей со второй задачей динамики мате- 
риальной точки. Но в общем случае, кроме движения центра масс, 
будет иметь место вращение твердого тела. Поскольку движение 
твердого тела всегда можно разложить на поступательное и враща- 
тельное (§ 2), то вращение следует рассматривать в системе, центр 
которой помещен в центре масс, а оси остаются параллельными 
самим себе, т. е. система движется поступательно. В общем случае 
пространственная система сил, приложенных к твердому телу, при- 
водится не к одной равнодействующей, а к равнодействующей силе, 

равной главному вектору системы Р, и к равнодействующей паре, 
равной главному моменту системы М. Для определения характера 
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движения твердого тела и для разложения его на поступательное 
и вращательное следует выбрать в качестве точки приложения равно- 
действующей силы — центра приведения сил — центр масс тела. 

После приведения система сводится к равнодействующей силе Р и 
парезе моментом М. Возможны следующие частные случаи: 

Р ф О, М = 0; тело движется поступательно, если в начальный 
момент времени оно не имело вращения вокруг оси, проходящей 
через центр масс. (Если тело обладало в начальный момент времени 
угловой скоростью, то она сохраняется.) 

Р = 0, "М ф 0; тело вращается с угловым ускорением вокруг 
мгновенной оси, проходящей через центр масс, а центр масс покоится 
или движется с постоянной скоростью. 

Р ^ 0, М Ф 0; центр масс движется ускоренно и тело вращается 
с угловым ускорением вокруг центра масс. 

Таким образом, при указанном выборе системы остается изучить 
вращение тела в ней. 

17.2. Выражения для момента импульса твердого тела. Момент 
импульса твердого тела получим из выражения (13.8) для произволь- 
ной системы материальных точек путем предельного перехода к инте- 
грированию по объему тела: Р = \ [гѵ]йт. Пусть моментной точ- 

ѵ 

кой служит произвольно выбранная точка тела О. По формуле (3.5) 
скорость движения любой точки твердого тела равна: ѵ = у 0 -)- 
+ [ш г'],^где ѵ 0 — скорость полюса О, ш — вектор угловой скорости 

тела и г' — радиус-вектор рассматриваемой точки в твердом теле. 
Подставим эту скорость в выражения для вектора момента импульса 
твердого тела относительно полюса О и получим следующее вы- 
ражение: 

Ь = [\г'сітѵо] + ([/-'[со г']]сіт, 

V V 

или (после раскрытия двойного векторного произведения и введения 
радиус-вектора центра масс тела) 

Ь — т[г' с цо] + а>\г' 2 <1т — \г' (со г') йт. 
ѵ ѵ 

Очевидно, что первое слагаемое связано с поступательным движе- 
нием тела, а остальные — с вращательным. 

Последнее сложное выражение для вектора /. упрощается при 
обращении в нуль первого слагаемого в двух случаях: когда полю- 
сом О служит неподвижная точка тела (тогда ѵ 0 = 0) и когда по- 
люс О совпадает с центром масс тела (тогда 7* = 0). ' 

Отсюда следует важное указание о выборе начала координат 
подвижной системы: если у твердого тела имеется неподвижная 
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точка, то начало координат нужно совместить с ней, в противной 
случае надо поместить начало координат в центр масс тела. Пред- 
положим, что выбор моментной точки сделан именно таким образом. 

Спроецируем 7. на оси подвижной системы. Все преобразования до- 
статочно проследить для одной из трех проекций, например для 
Имеем: 

Ь Х ' = (й Х '\(г') 2 сіт — $*'(&) г') йт = 

V к 

= {х') 2 + {у') 2 + ( г') 2 )сіт — \х'(ш х ,х' + со у ,у' + со г ,г')сІт. 

ѵ у 

После приведения подобных членов получаем результат: 

7-х- = Юх'К (у') 2 + ( г') 2 )йт — ы у \х'у'сіт — <л г ]х'г'сіт. 

V V V 

Аналогичным способом вычисляются и проекции Ту и Ь г -. 

После сокращенного обозначения коэффициентов при проекциях 
угловой скорости-, являющихся моментами и произведениями инерции 
тела относительно координатных осей, окончательный результат 
проецирования выразится следующим образом: 

1 7-х' = Л.ічѵ /|, 2 Со у' + /|,зю г /; 

Ьу' = / 1 ,2-СО дг' -+- /г.гМу- + /г,зю г ” (17.2) 

Ь г ’ === /і,з© Х ' -(- /г.зЮу' + /з,зсо г '. 

Выражения для проекций момента количества движения на 
подвижные оси, связанные с твердым телом, остаются еще весьма 
сложными. Дальнейшее их упрощение достигается путем совмеще- 
ния подвижных осей с главными осями инерции тела. В этом случае 
произведения инерции тела обратятся в нули и мы получим простей- 
шие выражения для проекций момента количества движения: 

7-х' = 7 іо)*-, /-у' — І2іо У ', Т- г «=/зм 2 '. ( 17.3) 

Заметим, что в общем случае вектор момента количества движе- 
ния 7. не направлен по мгновенной оси вращения, определяемой 
вектором со. Это следует из формул (17.3). Совпадение имеет место 
только для случая, когда осью вращения служит главная ось инер- 
ции. Из формул (17.3) при «Ох' = со, соу = со г - — 0, например, следует: 
7-х' = Л со, І^у' — 7- г - = 0, поэтому справедливо векторное равенство 

7. = 7 1 со, которое не выполняется в общем случае. 

17.3. Динамические уравнения вращения твердого тела. Пере- 
ходим к рассмотрению теоремы об изменении момента импульса 
твердого тела. Общий вид формулы этой теоремы совпадает с ранее 
полученной для произвольной системы материальных точек (14.4), 

йі г. 

а именно — т- = М. 

аі 

Векторное уравнение, выражающее теорему для твердого тела, 
приходится проецировать на подвижные оси (см. § 2). При проеци- 
ровании произвольного вектора на подвижную ось проекция про- 
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изводной вообще не равна производной от проекции вектора на ось 

(сП \ , сП г . 

т ' е ‘ V аі ) Х ' ф ~аГ ■ 

В справедливости этого утверждения можно убедиться, рассмат- 
ривая простой пример: если вектор Т постоянный, то его проекция 
на подвижную ось будет изменяться со временем. Производная по- 
стоянного вектора по времени равна нулю, и равной нулю должна 
быть и проекция производной вектора на любую ось. Производ- 
ная же от переменной проекции вектора на подвижную ось не равна 
нулю. 

Придадим уравнению, выражающему теорему об изменении 
момента импульса, другую форму, удобную для проецирования на 

подвижные оси. Если представить вектор I в виде направленного 

отрезка, то производная определяет скорость конца этого 

отрезка. Обозначим эту скорость V, и уравнение, выражающее 
теорему, приобретет вид: V = М. 

Скорость движения конца вектора момента импульса твердого 
тела по величине и по направлению совпадает с вектором главного 
момента сил, приложенных к телу (теорема Резаля) . Вектор скорости 

V по закону сложения скоростей можно представить в виде суммы 
относительной скорости и переносной: V = Ѵ ог + Ѵ П . Обозначим от- 
носительную скорость через Ѵ от = . Ее проекции на подвижные 

оси равны производным от проекции вектора Т на подвижные оси. 

Переносную скорость получим, считая вектор і. неподвижным отно- 
сительно тела. Тогда скорость конца вектора совпадает со скоростью 
точки твердого тела, положение которой определяется радиус-векто- 
ром г = Т, т. е. Ѵ„ = [шЦ 

Таким образом, имеем общую формулу, справедливую для про- 
изводной вектора (заданного разложением по осям вращающейся 
системы) : 


сП 

аі 


аь* 

~аГ 


+ [юТ] . 


Теорема об изменении момента импульса выразится теперь 
следующим равенством: 

-^- + [ш4= М. (17.4) 

Проецирование этого векторного уравнения на оси подвижной 
системы координат дает дифференциальные уравнения для враща- 
тельного движения твердого тела. Выбирая в качестве подвижных 
осей главные оси инерции и полюс, которым служит неподвижная 
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точка или центр масс, получим систему уравнений: 

аи. 


-(“ ( йу'І^г ’ — М х ', 

Л “1“ Ых'Ь.х' Ых'І^г' == Му', 

+ ( Ох'Ьу ' — Шу'Ьх’ = М г '. 


йі 

• + 

сП и . 


йі 

+ 

йі . 



■ + 


После подстановки значения проекций Д-, Ь у ., Ь г . из формул (17.3) 
последние уравнения принимают окончательный вид: 


/| + (/з — /2) ы у .ы г . = Мх 

/2-^- + (/г— І 3 )а> х .(о г , = Му., 

. йса г , 

'3 ~і \- (1 2 — / і)со^СО у , = М,, 


(17.5) 


где / 1 , /г, /3 — главные центральные моменты инерции тела. 

Данные уравнения называются динамическими уравнениями 
Эйлера. К решению этих уравнений и сводится задача о вращении 
твердого тела вокруг неподвижной точки. В общем случае она весьма 
сложна, и мы обратимся к ней в сравнительно простых частных 
случаях (см. примеры в конце параграфа). 

17.4. Условия равновесия твердого тела. В соответствии с тем, 
что движение твердого тела можно представить как совокупность 
поступательного движения и вращения, условия его равновесия 
сведутся к условиям, обеспечивающим равенство нулю ускорения 
центра масс и углового ускорения. Поэтому, используя формулу 
(17.1), получаем первое уравнение равновесия: 

2Д = 0, (17.6) 

а из формулы (17.4) — второе уравнение равновесия: 

2ЛТ, = 0. (17.7) 

Таким образом, для равновесия свободного тела необходимо 
равенство нулю главного вектора и главного момента сил, приложен- 
ных к нему. 

Условия равновесия для несвободного тела соответственно 
упрощаются. Так, для тела с неподвижной осью вращения — это 
равенство нулю суммы моментов сил относительно оси, а с закреплен- 
ной точкой — относительно данной точки. 

Пример 17.1. Вращение твердого тела вокруг неподвижной оси. 

В этом простейшем случае вращательного движения твердого тела применение 
уравнения (17.4)^упрощается. Во-первых, положение подвижной оси, совпадающей 

с направлением і (например, О'г'), с течением времени не изменяется, поэтому имеем 
только 


йі* 

йі 


= М, 
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где при дифференцировании 7. берется производная от соответствующей проекции 

и '“- ес " ; ““ 0>ент “ е|,и “ и Г* о™»™™ 

Таким образом, имеем уравнение движения для тела: / = М, по форме 

аналогичное основному уравнению динамики материальной точки. В этом случае 
движение исчерпывается одним скалярным уравнением (в проекциях на ось вр а У ще- 

/ е = М, 

вращение™’ В частности ' ВЬІтекает . что постоянный момент вызывает равноускоренное 
Пример 17.2. Физический маятник. 

Физическим маятником называют твердое тело, имеющее возможность вращаться 
без трения вокруг горизонтальной оси и находящееся под действием только силы 
тяжести (рис. 17.1). 

Положению устойчивого равновесия маятника соответствует нахождение центра 
масс (центра тяжести) С на вертикали АО, проходящей через ось подвеса О При 
отклонении маятника от положения равновесия на угол Ф сила тяжести развивает 
момент, ^тремящиися восстановить нарушенное равновесие. Восстанавливающий 

момент Ми вектор бесконечно малого поворота о(ф направлены в противоположные 
стороны. Уравнение движения в проекциях на ось вращения примет вид: 


I 


^(0 

сіі 


-= — т§а 8Іп ф. 


Ограничимся рассмотрением малых колебаний, при которых отклонение маятника 
от положения равновесия настолько мало, что приближенно можно считать віпф « 
Дифференциальное уравнение для малых колебаний маятника представляется тогда 

П ^°^ ИШИМ линейным однородным уравнением второго порядка с постоянными 
коэффициентами: 

7 ^ =_т ^- 

Общий интеграл этого дифференциального уравнения известен: 

Ф = Д 5Іп I + а) . * 

Здесь А и а — постоянные интегрирования. Малые колебания маятника происходят 

по закону простого гармонического колебания с периодом Т± — 2л ~\/ ^ 

ф V тца 

Величину I — = 00 1 называют приведенной длиной физического маятника. Она 

показывает, что если массу тела сосредоточить в точке О,, то мы получим математи- 

мвятник Длиной период колебаний которого будет равен периоду колебаний 
нашего физического маятника: у 

і — 


Т м = 2л-д/ ^ = Гф. 

Точку Оі называют центром качания. 

Существует зависимость между центром качания О, и точкой подвеса О: если 
качания ЭЧаНИЯ П ^ ИНЯТЬ За Т0ЧК У подвеса, то прежняя точка подвеса будет центром 

Для доказательства этого утверждения прежде всего покажем, что приведенная 
длина физического маятника 00, = а (равенство выполняется для математиче- 
ского маятника) . 
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Момент инерции маятника относительно оси, проходящей через точку О, находим 
по теореме Штейнера (16.4): 

Іо — /с + та 2 , 

а приведенная длина 


так как 


I 


I 

та 


/с 

та 


+ а> а, 


■> 0 . 


Теперь докажем взаимность (сопряженность) точек О и 0\. Из предыдущего равен- 
ства имеем: 



(I — а)а= — = К?, 
т 

Здесь К с — радиус инерции тела (см. 16.2), который является характеристикой инерт- 
ных свойств тела при вращении его вокруг определенной оси, не зависящей от переноса 
точки подвеса. Обозначим СО\ = Ь. Тогда аЬ — /??. Из этого равенства вытекает 
геометрический способ (рис. 17.2) нахождения приведенной длины физического 
маятника I = а + Ь и ее инвариантность относительно точки подвеса и центра 
качания. 

Пример 17.3. Движение свободного симметричного волчка. 

Для определения кинематических уравнений вращения твердого тела вокруг 
неподвижной точки требуется решение системы нелинейных дифференциальных 
уравнений Эйлера (17.5). Эта сложная математическая задача может быть аналити- 
чески доведена до конца лишь в немногих частных случаях, которыми занимались 
знаменитые математики Эйлер, Лагранж, Ковалевская и др. Мы в качестве примера 
рассмотрим наиболее простой случай вращения тела по инерции, т. е. при отсутствии 
моментов сил, приложенных к телу. Эта задача впервые была решена Эйлером и 
носит его имя. 

Предположим, что центральный эллипсоид инерции рассматриваемого тела есть 
эллипсоид вращения. Тогда два главных момента инерции между собой равны. 
Пусть и = І 2 Ф I з- Третья неравная ось эллипсоида инерции определяет ось 
кинетической симметрии тела. В простейшем, но практически важном случае геометри- 
ческая ось однородного тела является осью кинетической симметрии. Для того что- 
бы освободить тело от действия момента силы тяжести, достаточно подпереть его в 
центре тяжести. Если яри этом никаких сил больше нет, то мы получим свободный 
волчок. 
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Дифференциальные уравнения Эйлера (17.5) для него имеют вид 
Льу + (/з — / г)цу(іу = О, 

+ (Л — /^)й> г 'Ш/ = О, 

/з о>у = 0. 


При написании уравнений подвижная ось О г ' предполагается направленной по 
оси кинетической симметрии. Из последнего уравнения следует первый интеграл 
движения: а) г , = п = сопзі. ѵ 

Для дальнейшего интегрирования уравнений используем закон сохранения 

момента импульса, имеющий место в нашем случае. При движении тела вектор I 
сохраняет неизменными свой модуль и направление. Совместим с неизменным направ- 


лением вектора Д определяемым начальными условиями движения, неподвижную 

ось Ог. Спроецируем теперь постоянный вектор 7., направленный по оси Ог, на оси 
подвижной системы. Заметим, что подобное проецирование выполнялось в § 2 при 
выводе выражений проекций вектора угловой скорости через эйлеровы углы. Вектор 

7. в нашем случае проецируется совершенно одинаково с составляющей ш ф , направ- 
ленной по неподвижной оси Ог. Поэтому напишем выражения искомых проекций 
вектора 7. без пояснений. Имеем: 


Д. = Т.ЗІПб'ЗІПф, Д = 7.3ІП#С03ф, Д = 7.СОЗ#. 

С другой стороны, проекции вектора момента импульса на главные оси инеоции 
даются общими формулами (17.3): ѵ 

Д< = Лоѵ, Д = І2 Шу,, Д = / З й) г ,. 

Из сравнения выражения для Д, следует равенство ТхозФ = / З ш г ,, из которого 
при использовании первого интеграла для о> г , получаем важный результат: 

созО = — - = сопзі, откуда О = бо = сопзі, т. е. при движении тела ось кинетиче- 
ской симметрии сохраняет постоянным наклон к неподвижной оси Ог, равный # 0 - 
Из сравнения выражений для Д следует равенство 


Т-зіпб'озіпф = Лю*,. 


Внесем в него значение со,., выраженное через эйлеровы углы по формуле (2.13), 
причем принимаем во внимание, что О = 0„. Имеем: со,, = фзіпФозіпф. Подстановка 
рез^льтату НИ 6 ^ ЗНаЧ6НИЯ п Р оекции угловой скорости приводит к следующему 


Діпдозіпф = /іфзіпбо зіпф, 


7. 

ф = — = СОП5І = (02, 


т. е. угловая скорость процессионного движения тела постоянна. 

Наконец, подставляя в первый интеграл значение со г , из формул (2.13), имеем: 
Ф + фсозД = п, ф = п — О) 2 СОЗ# 0 . 

Отсюда следует, что угловая скорость собственного вращения (вращения вокруг 
оси кинетической симметрии) тоже постоянна: ф = ш, = сопзі. 

Задача решена, кинематические уравнения движения свободного волчка найдены: 

ф = (0|/ + фо, ф = щ 2 7 + фо, О = # 0 . • (17.8) 

. Эти Уравнения описывают простейшее движение твердого тела вокруг неподвиж- 
ной точки, называемое регулярной прецессией. Наглядно движение можно пред- 
ставить, если круглый конус катить без скольжения по боковой поверхности не- 
подвижного конуса так, чтобы вершины конусов совпадали. (См. пример 23 и 
рис. 2.9.) г г ‘ 

Пример 17.4. Движение симметричного волчка под действием сил. 

Поставим вопрос: возможна ли регулярная прецессия симметричного волчка 
при наличии моментов сил и каковы они должны быть? 
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Систему дифференциальных уравнений Эйлера 

{ / ко,- + (/ з — / 1) чіу.и> 2 , = М,., 

/і^- + (Л — /з)о),.ш, = М у ,, 

Ізй> г , = 

решим относительно М^, М у , и М 2 , при заданных кинематических уравнениях (17.8): 
ф = ші, ф = со 2 , О = 0 , & = #о. 

Подставляя в проекции угловых скоростей (формулы (2.13)) найденные значе- 
ния ф, ф, О, получаем: 

со,. = шгвіпдо віпф, 

Ш у , — ШгЗІпОо С05ф, 

Ш г , = 0) 2 С05#о + (І)|. 

Затем вычисляем моменты: 


М х . = Мсозф, М у , — — Мвіпф, М 2 , = 0, 
где 

М = / 3 ( 0 1 ( 1)2 зіпОо 1 н — со5#о (17.9) 

г /з о> і 3 

Это значит, что регулярная прецессия будет происходить, если на симметричный 
волчок действует момент сил с указанными проекциями. 

Пример 17.5. Гироскоп и гироскопический момент. , 

Гироскопом называется симметричный волчок, обладающий очень большой 
скоростью вращения о>і вокруг оси кинетической симметрии. В свою очередь ось 
кинетической симметрии также может вращаться (прецессировать) с относительно 
малой угловой скоростью сог, так что осуществляется сильное неравенство о) 2 <®;соі. 
Тогда формула (17.9) дает приблизительное равенство М = / З й) 2 ші зіпОо и можно 
ввести вектор 

М = /з[о) 2 Ші]. (17.10) 

Это главный момент сил, приложенных к- симметричному волчку, в результате 
чего осуществляется регулярная прецессия. Как видим, вектор момента должен 
лежать на линии узлов О Л/ (см. рис. 2.2). 

Формула (17.10) и кладется в основу элементарной теории гироскопических 

явлений. Момент силы М передается оси гироскопа через опоры (подшипники), в 


которых она закреплена, и вызывает прецессию гиро- 
скопа с угловой скоростью о) 2 . В свою очередь, гироскоп 
три изменении направления своей оси вращения в пре- 
цессионном движении оказывает на опоры давление с 

моментом силы М г = — М. 

Момент Мц называется гироскопическим Он будет 
определяться равенством 

Мц = /з[й)іш 2 ]. (17.11) 

Рассмотрим пример применения уравнений (17.9), 
(17.10) и (17.11). На рисунке 17.3 изображен диск, 

1 вращающийся в опорах АВ с угловой скоростью и 2 . 
Пусть к опорам приложена пара сил В и —В, момент 

которой представлен вектором М, направленным за 
плоскость чертежа. По формуле (17.10) вращение оси, 

вызываемое парой сил, определяется вектором <аі, распо- 
ложенным в плоскости чертежа. Таким образом, ось 
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диска в точке приложения сил Р движется в направлении, перпендикулярном силе. 
На первый взгляд такое поведение оси представляется странным, так как в обычных 
условиях покоящееся тело под действием приложенной силы всегда смещается 
в направлении последней. В данном случае сила приложена к вращающемуся телу 
и поведение оси под действием силы обусловлено инертными свойствами быстрого 
вращения вокруг оси. 

Условия, аналогичные рассмотренному примеру, часто встречаются в действитель- 
ности. Вал и воздушный винт или турбина двигателя самолета представляют систему, 
аналогичную вращающемуся диску. При виражах самолета в горизонтальной 

плоскости ось двигателя получает вынужденную прецессию с угловой скоростью ш 2 , 
направленной по вертикали. Тогда в соответствии с формулой (17.11) заключаем! 
что к самолету приложен гироскопический момент, стремящийся повернуть его вокруг 
горизонтальной оси. В результате при вираже нос самолета будет поворачиваться 
вниз или вверх и пилот для компенсации гироскопического момента должен при 
виражах устранять этот поворот действием вертикального руля. 

Возникновение гироскопического момента при вынужденном повороте оси 
гироскопа используется в гироскопическом компасе и многих других современных 
гироскопических приборах и устройствах. 


§ 18. Кинетическая энергия твердого тела 

18.1. Формула кинетической энергии твердого тела. Найдем 
формулу кинетической энергии твердого тела. Будем исходить из 
теоремы Кенига для системы материальных точек, выражающейся 
формулой (13.11): 

т = 4 тѵ * + 4.?, т ‘( у 0 2 - (і8.і) 

Первый член представляет здесь кинетическую энергию поступатель- 
ного движения системы со скоростью центра масс. Если применить 
формулу к твердому телу, он не изменяется. Второй член в (13.11) 
представляет сумму кинетических энергий всех точек при их 
движениях относительно центра масс (центра инерции) со скоро- 
стями ѵ[. Для твердого тела это будут скорости его элементов йт, 
движение которых ограничено условием постоянства формы и раз- 
меров тела. Движение элементов твердого тела относительно систе- 
мы, движущейся поступательно вместе с центром масс, имеет место 
только вследствие вращения тела вокруг мгновенной оси, проходя- 
щей через центр масс. 

Скорость движения точки твердого тела относительно центра 
масс 

ѵ = (со г], 

где г — радиус-вектор, проведенный к элементу массы йт из центра 
масс С. Кинетическая энергия вращательного движения твердого 

тела вокруг оси 5 ($ 0 — единичный вектор оси), проходящей через 
центр масс тела, выразится следующим интегралом, распространен- 
ным по объему тела: 

Т в = — $[(о г] 2 йт. 

2 ѵ 
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Заметив, что г5Іп(со /Л ' Г )_ р ( рис 1 8.1 ) , получим: 

Т в = усо 2 5р 2 йт. 


ѵ 


Но величина интеграла по формуле (16.1) является моментом инер- 
ции тела относительно оси. 

Итак, кинетическая энергия вращения твердого тела опреде- 
ляется формулой 


Т й =^-І, ы 2 , 


а полная кинетическая энергия твердого тела выражается теперь 
следующим равенством: 


~пгѵ 2 с + ^-/ 5 ю 2 , 


Т = 


(18.2) 


где первый член описывает кинетическую энергию тела при поступа- 
тельном движении, второй — при вращательном. Оба члена являются 
независимыми в том отношении, что не связаны друг с другом через 
скорости, поэтому могут применяться по отдельности. 

Но полученная формула для кинетической энергии вращатель- 
ного движения твердого тела (18.2) может быть использована для 
вычисления только в случае, когда вектор угловой скорости не из- 
меняет своего направления при движении тела (например, при 
вращении тела вокруг неподвижной оси). Если это условие не выпол- 
няется, момент инерции / 5 становится переменной величиной и фор- 
мула практически оказывается непригодной для использования. 
В этом случае выражаем момент инерции І 5 относительно мгновен- 
ной оси вращения через главные моменты инерции по формуле (16.7) 
и замечаем, что ыа = су, шр = су, соу = су есть проекции угловой 
скорости на подвижные оси. Тогда для кинетической энергии враща- 
тельного движения получается следующее выражение: 


Тг 2 ~(І \<Л 2 х' + 1чЫ 2 у' -}- /з(0 2 г '). 


(18.3) 


Подставив сюда значения из формул 
(17.3), запишем выражение кинетической 
энергии вращения твердого тела через проек- 
ции момента импульса на главные оси инер- 
ции: 



Р 




(18.4) 


Как для тела с неподвижной осью 


вращения, 


так и для шарового волчка формула (18.4) с 
упрощается: 



Рис. 18.1. 
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18.2. Теорема об изменении кинетической энергии твердого тела. 

Для того чтобы найти изменение кинетической энергии твердого тела, 
будем исходить из теоремы для системы материальных точек (14.8), 
которая гласит, что дифференциал кинетической энергии системы 
равен элементарной работе внешних и внутренних сил и записы- 
вается равенством 

сІТ = 8А + ЬА', 

но для твердого тела б А' = 0 вследствие связей твердости. Кинети- 
ческая энергия твердого тела найдена ранее — формула (18.2). 
Ее приращение и равно работе внешних сил. 

Рассмотрим теперь элементарную работу сил, приложенных 
к твердому телу, при его бесконечно малом перемещении. Пусть 

к твердому телу приложена произвольная система сил Р і, Р 2 , ..., Р п , 
точки приложения которых в неподвижной системе координат Охуг 

определяются векторами п, Г 2 , ..., г п (см. § 3). Начало координат 
подвижной системы О' совместим с центром масс С твердого тела, 
а оси х', у', г', связанные с телом, направим произвольно. Бесконечно 
малое перемещение точки приложения г-й силы равно: 

йгі = йг с [гісргі). 

Элементарная работа г'-й силы поэтому выражается равенством 

РЛи = РіСІГс + Рі[сіц> г\ 

а элементарная работа всех сил, приложенных к телу, равна: 

6Л = 2 Р,йгі = (іг с 2 Рі + гіф 2 [г' РА 

і«=і і=і і=і 

(В скалярно-векторном произведении множители переместительны 
с соблюдением кругового порядка. Заметим также, что векторы дг с 

и гіф не зависят от точки тела и могут быть вынесены за знак суммы.) 
Вводя сокращенное обозначение для главного вектора и главного 
момента сил, приходим к окончательному выражению элементарной 
работы сил, приложенных к твердому телу: 

6Л = Рйг с + Мй ф. 

Полученный результат коротко выражается словами: на поступа- 
тельном перемещении твердого тела «работает» главный вектор 
системы сил, а на вращательном — главный момент. 

Теорема об изменении кинетической энергии твердого тела за- 
пишется теперь следующим равенством: 

+ й (^- / 5 со 2 ) = ^йг с + Мй ф. 

Это равенство распадается на два самостоятельных уравнения, 
описывающих изменение кинетической энергии поступательного 
движения тела со скоростью центра масс и изменение кинетической 
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энергии вращательного движения тела вокруг центра масс, т. е. 

сі{^-тѵ^) = Рйгс , (18.6) 

й (^- / 5 о) 2 ) = Ш<р, (18.7) 

что еще раз свидетельствует о возможности раздельного изучения 
поступательного и вращательного движения тела. 

ГЛАВА VI. ОСНОВЫ АНАЛИТИЧЕСКОЙ МЕХАНИКИ 

В теме, к изучению которой вы приступаете, будут рассматривать- 
ся общие методы решения задач механики для несвободной системы 
материальных точек. Данный раздел известен как аналитическая 
механика. Суть применения методов и уравнений аналитической 
механики состоит в упрощении задач на систему материальных 
точек. В § 13 говорилось о том, что для описания движения системы 
из п материальных точек требуется составить и решить Зп дифферен- 
циальных уравнений второго порядка. Если система несвободна, то, 
как это следует из § 7, необходимо учесть уравнения связи, найти 
силы реакции, что еще более осложняет задачу с математической 
стороны. В аналитической механике разработаны методы, посредст- 
вом которых снижается число дифференциальных уравнений, 
описывающих поведение системы со связями. 

§ 19. Принцип виртуальных перемещений 

19.1. Виртуальные перемещения, вариации координат и функций. 

Ниже везде изучается система материальных точек, на которую 
наложено т голономных, удерживающих, в общем случае нестацио- 
нарных связей, выражаемых уравнениями 

І\(х і, уи г,, х 2 , у 2 , г 2 , -..., г п , І) = О, 

, І 2 (х і, у и г,, х 2 , У 2 , 2 2 , ..., г п , і) = О, 

(19.1) 

М*1. У I. 2|, Х 2 , у 2, 22, ..., 2п, I) = 0. 

Так как число точек системы предполагается равным п, то число 
степеней свободы системы будет 2>п — т = з. 

Назовем произвольные бесконечно малые перемещения точек си- 
стемы, удовлетворяющие наложенным на нее связям при фиксиро- 
ванном моменте времени, виртуальными перемещениями. Вектор вир- 
туального перемещения і - й точки обозначим символом 6 г,, а проекции 
на оси координат 6х„ 6у„ бг, и назовем последние вариациями коор- 
динат. Важно подчеркнуть, что виртуальные перемещения вовсе не 
предполагают наличие движения системы под действием приложен- 
ных сил; это мысленные перемещения точек системы из данного 
положения в любое ближайшее положение, которое возможно для 
системы по условиям связей, взятых в рассматриваемый момент вре- 
мени. 
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Рис. 19.2. 


Понятие виртуального перемещения поясним на примере движе- 
ния одной материальной точки по поверхности, которая с течением 
времени может деформироваться. Фиксируя положение материаль- 
ной точки на траектории действительного движения в любые моменты 
времени і\, ( 2 , имеем соответственно виртуальные перемещения для 
каждого момента времени (рис. 19.1). Подчеркнем еще раз, что 
виртуальное перемещение не происходит во времени, не является 
функцией времени как действительное перемещение материальной 
точки при ее движении. 

Пусть происходит действительное движение материальной точки 
в системе. Координата х, есть некоторая функция времени, т. е. 
Хі = Хі(і). Эта функция может быть весьма различной при различных 
силах и начальных условиях; движение может быть каким угодно 
в широких пределах. Но при определенных силах и начальных усло- 
виях это совершенно определенная конкретная функция. Для каж- 
дого действительного положения точки связи допускают близкие 
соседние положения, отличающиеся от действительного вариациями 
координат. Поэтому мысленно может быть рассмотрено «соседнее» 


движение, происходящее по уравнению х,- = т. е. такое, что 
для любого момента времени I разность значения координаты х, со- 
седних движений будет бесконечно малой величиной. Очевидно, что 
разность координат точки в действительном и мысленном движении 
в данный момент времени и будет вариацией координаты: хі{і) — 

— Хі(і) = б Хі. 

Вариация координаты 6х, есть ее бесконечно малое приращение, 
обусловленное переходом в данный момент времени от заданного 
движения к мысленному, допускаемому связями. 

Укажем на различие вариации и бесконечно мрлого приращения 
координаты сіХі, обусловленного приращением аргумента I. Последнее 
рассматривается как дифференциал координаты х{1 д() — х,(<) = 

= сіхі. 

На рисунке 19.2 изложенные выше определения вариации и 
дифференциала координаты х,- пояснены графически. Это различ- 
ные, но оба бесконечно малые изменения координат. 
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В аналитической механике широко применяется метод варьирования не только 
координат, но и функций координат точек системы. Варьирование является матема- 
тическим методом исследования систем материальных точек со связями с целью 
получения уравнений, описывающих их равновесие и движение. 

Варьирование — это нечто подобное тому, что делает портной перед раскроем 
материала. Прежде чем разрезать данный кусок материала, он должен мысленно 
представить по крайней мере несколько возможных вариантов и только потом осущест- 
вить один из них. Аналогичное положение имеет место и при проектировании любого 
сооружения. Процесс проектирования — это выбор одного из многих возможных при 
данных условиях решений поставленной задачи, как правило, определяемого некото- 
рыми дополнительными жесткими требованиями: размерами, назначением, экономич- 
ностью и т. д. Во всех подобных случаях приходится производить процесс сравнения 
между многими объектами, объединенными в семейство по какому-либо признаку. 


Можно поставить задачу о движении системы со связями следую- 
щим образом: найти единственное движение, которое осуществляется 
при заданных силах и начальных условиях из всех, допускаемых свя- 
зями, т. е. возможных по условиям связей. Математически задача 
сводится к выбору из различных функций, образующих непрерывное 
множество, какой-то единственной. Такая физическая задача ставит- 
ся и решается в аналитической механике. Она связана с понятием 
виртуального перемещения, вариациями функций, ибо выбор нужной 
функции определяют ее вариации. 

Пусть задана некоторая функция координат и времени 

I = Д*і*/і2і, х 2 у 2 г 2 , ..., х п у п г п , і). 

Координаты — аргументы функции — подверглись варьированию, 
при этом изменилось и значение функции. Приращение функции, 
обусловленное вариацией ее независимых переменных (кроме време- 
ни), называется вариацией функции. Найдем вариацию функции. 
Запишем новое значение функции: 


/ = /(хі + бхі, 1/1+ 8«/|, 2і+б2і, ..., Хп + бх„, у п + Ьу п , 2п + б2 л , І). 

Разложим функцию по степеням малых величин б х,-, бу„ 62, ■ , исполь- 
зуя ряд Тейлора: 

[(х, + бхі, ..., 2„ + б2„, І) = І(х 1, ..., 2„, І) + 


+ ( <5*! Ьх ' + дІ буі + аіГ б2 ' + - + аі7 б2 ' 1 ) +■ 


Пренебрегая членами второго и высшего порядков малости и исполь- 
зуя определение вариации функции 

У = І(х 1 + 6*1, ..., 2 п + б 2„, /) — /(*,, ..., 2„, /), 

получаем вариацию функции: 

^ = -Йг 6 *' +ж буі +1^7 621 + -+іЬ б2п - < 19 - 2 ). 


Обращает на себя внимание, что вариация функции (19.2) от- 
личается от полного дифференциала функции только отсутствием 

члена -~—Ы. При варьировании функций, зависящих от времени 
явно, первая вариация функции вычисляется как полный дифферен- 


167 


циал, но при условии, что вариация независимого переменного і равна 
нулю: Ы = 0. При варьировании сравнение функций производится 
для одного и того же значения аргумента і. Это так называемая 
изохронная вариация функции. 

19.2. Ограничения, налагаемые связями на виртуальные переме- 
щения. Вариации декартовых координат точек системы не могут быть 
совершенно произвольными и независимыми величинами потому, 
что декартовы координаты точек системы до и после перемещения 
должны удовлетворять уравнениям связи ( 19.1 ) . Найдем, какие огра- 
ничения налагаются связями на вариации декартовых координат 
точек. Приращенные значения координат Хі + 6 х„ у, + бу,, г, + бг, 
по определению виртуального перемещения должны удовлетворять 
связям (19.1), т. е. справедливы равенства 

/і = {Х\ + бхі, ..., 2п + б2„, І) = 0, 


[т = {х\ + 6 * 1 , .... 2 „ + б 2„, I) = 0 . 

Найдем вариации функций /л, [ 2 , ..., / т ; варьируя уравнения связей, 
(19.1) и используя последние равенства, получим систему линейных 
уравнений, в которой неизвестными являются вариации декартовых 
координат: 

тк 6г - = 0 ’ 


1г ь ' +^ 6 »' +■■•+ ^г« г - = °- 

Таким образом, среди 3 п вариаций координат независимых ока- 
зывается 5-вариаций, т. е. столько, сколько у системы, степеней сво- 
боды. ■ - 

19.3. Обобщенные координаты. Как уже упоминалось в § 1, анали- 
тическое определение положения материальной точки, а следователь- 
но, и системы может быть осуществлено не только заданием декарто- 
вых прямоугольных координат, но и при помощи надлежащего 
количества параметров, через которые декартовы координаты выра- 
жаются однозначно. Рассмотрим этот вопрос подробнее. 

У несвободной системы точек декартовы координаты удовлетво- 
ряют системе пг независимых уравнений (19.1). При помощи этих 
уравнений из 3 п декартовых координат пг могут быть выражены как 
однозначные функции остальных 5 = Зя — пг декартовых коорди- 
нат. Будем условно именовать последние свободными координатами. 
Число свободных координат, таким образом, определяется числом 
степеней свободы материальной системы. Теперь выберем 5 неза- 
висимых параметров у ь у 2 , ..., у 5 так, чтобы свободные декартовы 
координаты были однозначными функциями этих параметров: 

хі = ду(у ь у 2 , .... у 5 , і) = 0, 

у, = у, (у 1, у 2 , ..., у», о = о, (19.3) 

2 і = 2,<Уі, у 2 У*, 0 = 0. 
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! ак как несвободные координаты являются однозначными функ- 
циями свободных координат, то несвободные координаты являются 
однозначными функциями тех же параметров Таким образом, все 
декартовы координаты могут быть выражены по формулам преобра- 
зования через 5 параметров Цк и времени I. При этом уравнения 
связи (19.1) удовлетворяются тождественно. Определенные таким 
образом параметры Цк называют обобщенными координатами не- 
свободной механической системы. В качестве обобщенных коор- 
динат могут выступать различные величины. Заметим, что время бу- 
дет входить в формулы преобразования (19.3) только тогда, когда 
связи, выражаемые уравнениями (19.1), нестационарны. Если связи 
стационарны, то декартовы координаты будут функциями только 
обобщенных координат. Выбор обобщенных координат для данной 
конкретной задачи не является определенным, он может быть осу- 
ществлен различными способами. 

В конкретных случаях выбор обобщенных координат подсказы- 
вается видом связей, ограничивающих свободу движения механиче- 
ской системы. В дальнейшем предполагается, что обобщенные коор- 
динаты выбраны и уравнения преобразования (19.3) являются 
известными. 

Метод обобщенных координат, применяемых для описания дви- 
жения (состояния) системы со связями, допускает важную матема- 
тическую интерпретацию. Пространство, образованное совокупно- 
стью обобщенных координат ц к , носит название пространства конфи- 
гураций. Оно имеет 5 измерений. Поскольку состояние системы п ма- 
териальных точек в любой момент времени задается набором коорди- 
иэт ( <7 1 , ц 2 , ..., ц 8 ), то оно тем самым задается положением точки, 
изображающей систему в пространстве конфигураций. Несмотря на 
формальный характер этого математического приема, он оказывается 
весьма полезным в ряде вопросов физической теории. Например, 
описание движения системы с помощью изображающей точки ока- 
зывается эффективным и наглядным, если число измерений конфигу- 
рационного пространства мало. 

Пример 19.1. Расчет ускорения системы связанных тел. 

Вернемся к системе связанных тел, рассмотренной ранее в примере 13.1. Вместо 
девяти декартовых координат, определяющих положение всех трех тел системы, она 
полностью описывается одной координатой < 7 , являющейся смещением третьего те- 
ла от первоначального его положения; два других тела испытывают такие же смеще- 
ния благодаря связям. Как было показано в решении, оно сводится к одному урав- 

Н6НИКК 

" _ ё[ы 3 — к(т, + т 2 ) ] 
т, + т 2 + /из 

Задача аналитической механики и состоит в указании общих простых и кратких 
путей составления дифференциальных уравнений движения систем в обобщенных 
координатах, минуя составление и решение громоздких систем из 3 п дифференциаль- 
ных уравнении. г 

Пример 19.2. Выбор обобщенной координаты. 

На рисунке 19.3 показана система трех зубчатых колес, находящихся в зацепле- 
нии друг с другом. Если бы каждое колесо могло вращаться самостоятельно, то в 
качестве координат следовало бы рассматривать три независимых угла поворота 
каждого колеса ф,, ф 2 и ф 3 . При наличии связей — зацепления — можно написать 
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два уравнения связей: 

Ф г _ п фз _ г 2 

фі Гг ’ ф 2 гз 

Система имеет одну степень свободы: в ка- 
честве обобщенной координаты можно вы- 
брать угол поворота первого колеса: 
^ = фі. Методы аналитической механики 
позволяют составить одно динамическое 
уравнение движения системы, в которое, 
кроме ф, войдут моменты инерции колес 
и моменты приложенных к ним сил (см. 
пример 20.5) . 

Пример 19.3. Выбор двух обобщенных координат. 

В качестве третьего примера рассмотрим материальную точку, движущуюся только 
по поверхности сферы радиуса I. Запишем уравнение связи (в декартовых коорди- 
натах) : 

х 2 + у 2 + г 2 -1 2 = 0. 

Так как система обладает двумя степенями свободы, то в качестве обобщенных 
координат можно выбрать угловые координаты сферической системы с центром в 
центре сферы, т. е. = б, = <р, при этом 

X = I 5ІП б С05 ф, у — I ЗІП б 5ІП ф, 2 = I С05 б. 

Если на точку действует сила, например сила тяжести (тогда система называется 
сферическим маятником), то средствами аналитической механики можно составить 
динамические уравнения движения для двух координат б и ф, минуя рассмотрение 
реакций связи в обычных уравнениях: 

тх = Р х + Ц х , ту = Р у + /?„, 1712 = Р г + К г 

(см. примеры (19.8) и (20.3)). 

19.4. Принцип виртуальных перемещений. Обобщенные силы. 

Необходимое и достаточное условие равновесия системы материаль- 
ных точек сводится к равенству нулю алгебраической суммы проекции 
сил, приложенных к каждой точке системы, на каждую из координат- 
ных осей. Уравнения, выражающие условия равновесия, имеют вид: 

Ри + Р.х = 0, Р іу + /?,■„ = 0, Р іг + Кіг = 0, (19.4) 

где через /?,*, Р іу и обозначены алгебраические суммы проекций 
реакций связей, приложенных к г'-й точке. Умножим каждое из этих 
уравнений на вариацию соответствующей координаты и просуммиру- 
ем полученные равенства. Получим следующий результат: 

. ^ (РіхЬхі + РіуЬуі -\- Р ігЬгі + Ріхбхі + 

+ Яіу&уі + КігЬгі) = 0. (19.5) 

Стоящие в скобках выражения /цбг, и /?,6г, имеют смысл работы силы 
на виртуальных перемещениях и называются виртуальной работой. 
Поэтому уравнение (19.5) означает, что сумма виртуальных работ 
заданных (активных) сил и сил реакции для всех точек системы, на- 
ходящейся в равновесии, равна нулю. 

Так как равенство (19.5) выведено из условия равновесия, то оно 
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необходимо для равновесия. Связи в данном случае учтены силами 
реакции, поэтому систему можно считать свободной, но подвержен- 
ной действию сил Р, и Д,. В таком случае все вариации бг, независимы 
и из уравнения (19.5) вытекает: 

Рі + Я, = О, 

т. е. условие (19.5) оказалось достаточным. Доказано, что условия 

(19.4) и (19.5) равносильные. Однако при теоретическом анализе 
равновесия систем формулировка условий равновесия через вир- 
туальные работы оказывается предпочтительнее. 

Применим условие (19.5) к системе с идеальными связями. Гео- 
метрическая сумма сил реакций, приложенных к і- й точке, обусловле- 
на действием всех связей и равна сумме нормальных реакций и сил 
трения, т. е. 

Д = М + Ті. 

Если силы трения отсутствуют, то связь является идеальной. Тогда 
виртуальная работа силы реакции 

#,бг, = А, б г, = О, 

так как нормальные реакции работы не совершают. 

Итак, для идеальных связей виртуальная работа сил реакции 
должна обращаться в нуль. Это требование по существу есть наибо- 
лее общее определение идеальных связей. Если наложенные на систе- 
му связи идеальны, силы, приложенные к системе, находящейся в 
равновесии, должны удовлетворять условию 

(Ріх&Хі + Ріубуі + Р 1г 8гі) = 0. (19.6) 

Это уравнение выражает принцип виртуальных перемещений анали- 
тической статики, гласящий: виртульная работа заданных сил, при- 
ложенных к системе с идеальными связями и находящейся в равно- 
весии, равна нулю. 

Аналитическую формулировку (19.6) принципа виртуальных пе- 
ремещений обычно связывают с именем Лагранжа. Общность прин- 
ципа дает возможность получить при его помощи уравнения равно- 
весия как свободной механической системы, так и несвободной. Для 
свободной системы все вариации декартовых координат б*,-, бу,, б г,- 
есть произвольные и независимые друг от друга бесконечно малые 
величины. При этих условиях равенство нулю суммы (19.6) или 

(19.5) возможно только, если обращаются в нуль коэффициенты при 
всех вариациях, что и приводит к уравнениям равновесия свободной 
системы. (Полезно заметить, что введение сил реакции в уравнение 

(19.5) превращает систему в свободную.) 

Получение уравнений равновесия несвободной системы из прин- 
ципа виртуальных перемещений — формулы (19.6) — без учета сил 
реакции значительно сложнее. Здесь сумма может обращаться в 
нуль и при неравенстве нулю коэффициентов при вариациях коорди- 
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нат, которые теперь не являются произвольными и независимыми 
величинами. Для получения уравнений равновесия в этом случае мы 
воспользуемся классическим способом, предложенным Лагранжей, — 
методом обобщенных координат. 

Метод обобщенных координат состоит в следующем. Выбирают, 
исходя из условий конкретной задачи, систему независимых парамет- 
ров </і, <? 2 , ..., <7з — обобщенных координат для данной задачи и, при- 
ведя формулы преобразования от декартовых координат к обобщен- 
ным (19.3) (время в них входить не будет), производят преобра- 
зование уравнения к обобщенным координатам. 

Для этой цели варьируют формулы преобразования (19.3) и полу- 
чают выражения для вариаций декартовых координат: 


б Хі 


дх , 


Найденные выражения для вариаций декартовых координат вносят 
в уравнение виртуальной работы (19.6) и меняют порядок суммиро- 
вания по индексам і, к. Получают следующее уравнение: 


2 6 < 7 * І (р іх р- + Ріу р- + Ріг Р) = 0 . 

г = 1 / = 1 4 У дд к 1 іг дц к ) 


Коэффициенты при вариациях обобщенных координат обознача- 
ют СД: 


0.к 




Р ду ‘ 4- 
Гіу дд„ + 



(19.8) 


и называют обобщенными силами. После внесения сокращенных обо- 
значений для обобщенных сил принцип виртуальных перемещений в 
обобщенных координатах получает окончательную форму: 

2 СД6<7* = 0. (19.9) 

* = і 


Вследствие произвольности и независимости вариаций обобщен- 
ных координат написанная сумма может обратиться в нуль только 
при обращении в нуль всех коэффициентов при вариациях. Это и дает 
уравнение равновесия механической системы: 

= 0 (к = 1,2 5 ). (19.10) 

Решение системы уравнений (19.10) определит значения обобщен- 
ных координат, соответствующих положениям равновесия. Матема- 
тические трудности задачи при уменьшении числа степеней свободы 
не возрастают, а наоборот, задача становится более простой. 

Обобщенная сила СД, определяемая равенством (19.8), представ- 
ляет собой обобщение понятия механической силы. В зависимости от 
смысла обобщенной координаты соответствующая ей обобщенная 
сила <3* может быть различной величиной. Действительно, произведе- 
ние (Зьбдь, как это следует из уравнения (19.8), всегда должно иметь 
размерность работы. Отсюда размерность обобщенной силы опреде- 
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ляется отношением размерности работы к размерности соответствую- 
щей обобщенной координаты. 

Например, для угловой координаты соответствующая ей обобщен- 
ная сила есть момент силы относительно оси, поворотом вокруг кото- 
рой осуществляется изменение угла. Если обобщенная координата 
представляет собой объем, то обобщенная сила является давлением 
и т. д. Указанное обстоятельство делает возможным использование 
метода обобщенных координат и за пределами механики. В частно- 
сти, он находит себе место в термодинамике. 

Во многих случаях при решении простых задач на равновесие по 
методу обобщенных координат вовсе не требуется устанавливать 
и использовать формулу преобразования (19.3) от декартовых ко- 
ординат к обобщенным и затем преобразовывать к обобщенным 
координатам уравнение (19.6), как это было описано выше. Оказы- 
вается возможным сразу писать принцип виртуальных перемещений 
в обобщенных координатах в виде уравнения (19.9), определяя 
обобщенные координаты непосредственно из задачи. 

Итак, мы рассмотрели уравнения равновесия несвободной меха- 
нической системы. При этом связи предполагались голономными, 
удерживающими, стационарными, идеальными. Последнее условие не 
является обязательным. Принцип виртуальных перемещений спра- 
ведлив и при неидеальных связях, например при наличии сил сухого 
трения. Если коэффициенты трения известны, то силы трения опре- 
деляются и их нужно присоединить к заданным. 

Пример 19.4. Вывод условий равновесия тела с осью вращения. 

В качестве первого примера несвободной системы рассмотрим твердое тело, 
имеющее ось вращения. Выбирая начало координат на оси вращения, определяем 

положение любой точки тела радиус-вектором г, а виртуальное перемещение соот- 
ношением 

бг = [6ф г ] , 

где 6<р — виртуальный угол поворота тела вокруг оси. Фиксируя точки приложения 
заданных сил, по формуле (19.7) имеем: 

2 /^[бф п] — 6ф2 [ г, Я ] — 0. 

Отсюда следует, что для равновесия необходимо равенство нулю суммы моментов сил 
(относительно оси вращения), приложенных к телу. 

Нетрудно распространить вывод на тело с неподвижной точкой. В этом случае 
должна быть равна нулю сумма моментов сил относительно этой точки. 

Пример 19.5. Вывод условий равновесия для свободного тела. 

Для свободного твердого тела положение каждой точки в пространстве опреде- 
ляется по формуле (3.1): _ 

г = го + г', 

где го определяет положение некоторой точки тела — полюса в неподвижной системе, 
а г' — положение любой точки в подвижной системе с началом в полюсе. Отсюда 
находим связь виртуальных перемещений между собой: бг = бг 0 + [бф Я |, 
и принцип виртуальных перемещений дает формулу 

2?, бго + 2 Я [бф ?1 = бГ 0 2 Я + бф2 [ г'Я [. 
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Условия равновесия в силу независимости вариаций бг 0 и бср выражаются двумя 
равенствами : 

2 Я = 0, 2 [ Г'Я ] = О, 

означающими, что главный вектор и главный момент сил, приложенные к твердому 
телу, должны быть равны нулю. (Этот вопрос уже рассмотрен в § 17 другим методом.) 

Пример 19.6. Нахождение сил реакции при условии равновесия несвободного 
тела. 

Включая силы реакции в число приложенных к телу сил, предыдущие условия 
равновесия свободного тела можно считать условиями равновесия несвободного. 
Полученные в предыдущем примере уравнения равновесия показывают, что для равно- 
весия тела должны быть равны нулю главный вектор и главный момент: 

Р + К = О, М + Мц = 0. 

„ Проецируя эти уравнения на оси координат, получаем шесть скалярных уравне- 
нии равновесия, позволяющие найти шесть проекций неизвестных сил и моментов 
реакции, если активные силы заданы. 

Пример 19.7. Нахождение условий равновесия системы при заданных силах. 

.. К с истеме зубчатых колес (пример 19.2 и рис. 19.3) приложены моменты сил 
Мі, М 2 , М з. Найдем условие равновесия системы. Принцип виртуальных работ для 
данного случая выражается уравнением 

Мібфі — М 2 бфг — Мзбфз = 0. 

Учитывая уравнения связи 

ф2 Г\ фз Гг 

фі г 2 ф 2 Гз 

имеем: 

Г\ п 

ф2 = — фі. ф, = — фі. 

'2 •* Г з 

откуда 

бф 2 = бф|, бфз = ! — бфі . 

Г 2 Гз 

Подставляя вариации координат в первое уравнение и сокращая на бфі получим 
условие равновесия: 

Мі = М 2 — 1- Мз — . 

гг гз 


19.5. Потенциальные силы. Виды равновесия. Найдем уравнения 
равновесия системы, в которой заданные силы являются потенциаль- 
ными. 

В предыдущем параграфе мы рассмотрели две системы уравне- 
ний равновесия: в декартовых координатах и обобщенных. Они 
будут справедливы и для потенциальных сил. Если не стоит специаль- 
ная задача по определению сил реакции, то система уравнений 
равновесия в обобщенных координатах предпочтительней, так как 
сил реакции не содержат. Итак, используем условие (19.10): 

0* = 0 {к = 1, 2, 3, ..., 5 ). 

Если известна потенциальная энергия в декартовых координа- 
тахі 

И = і/(хі, уі, гі) (і — 1 , 2 , .... п), 

174 


то декартовы проекции потенциальных сил легко вычисляются: 

р — _ ди р — ди р — ди 

Гіх ~ дхі ’ — ІРГ’ гі ~ ~ ~дІ~- 

В обобщенных координатах потенциальная энергия является 
сложной функцией последних: 

ІІ = ІІ [*/(<?*), у, {я к), г{Як) ]. 

Обобщенная сила 





дхі 

дЧк 


+ Ріу 


дуі_ 


+ Ріг 


дгі \ 

дд к ' 


после подстановки проекций Т 7 , примет вид: 

<Э к = - 2 + 

,= і ' дхі дд к дуі дд к дг, дц к 


) 


дѴ 

дд к 


(19.11) 


Отсюда и следуют уравнения равновесия в случае потенциальных 
сил: 


діі 

ддк 


= 0 (к = 1 , 2 , 


(19.12) 


Но условия равновесия (19.12) совпадают с условиями экстрему- 
ма функции ІІ(яи уч Цп). Значит, при равновесии системы мате- 

риальных точек, подверженных действию потенциальных сил, потен- 
циальная энергия системы принимает экстремальное значение. По ви- 
ду экстремума равновесие подразделяется на устойчивое, неустойчи- 
вое и седлообразное. 

Рассмотрим виды равновесия для одномерного случая (система 
описывается одной обобщенной координатой). На рисунке 19.4 изо- 
бражен график потенциальной энергии при наличии точек минимума, 
максимума и перегиба. Минимуму соответствует устойчивое равно- 
весие системы, так как отклонение изображающей точки (в про- 
странстве я) от положения равновесия ведет к росту энергии ІІ, т. е. 
к возникновению сил, возвращающих систему к равновесию. Наобо- 
рот, максимуму соответствует неустойчивое равновесие, так как си- 
стема, выйдя из него, удаляется от равновесия дальше и дальше. Точ- 
ке перегиба соответствует седлообразное равновесие, система стре- 
мится к возвращению в положение равновесия при ее отклонении в 
сторону увеличения энергии и удаляется от положения равновесия в 
противоположном случае. Наконец, если график ІІ представлен пря- 
мой, параллельной оси р, то равновесие системы безразличное. 

Пример 19.8. Положения равновесия сферического маятника. 

Рассмотрим сферический маятник (см. пример 19.3). Потенциальная энергия 
его в обобщенных координатах выражается формулой 

ІІ = щ§а С05 


Отсчет ведется от точки О. Условие равновесия одно: 

дб ■ „ 

= — т§а 5іп ц = 0. 

дЬ 

Оно приводит к двум точкам экстремума: © = 0 — максимум ІІ, ф = _л_ 


минимум 
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% Чо Ч'о Ч х 


У 


Рис. 19.4. 


Ѵтіл 

Рис. 19.5. 


V. Соответственно это неустойчивое и устойчивое равновесия. В данном случае нагля- 
ден пространственный рисунок системы, ибо пространство конфигураций ( 9192 ) совпа- 
дает с поверхностью сферы (рис. 19.5), а кривая потенциальной энергии — с ее вер- 
тикальным сечением. 

§ 20. Принцип Даламбера — Лагранжа. Уравнения Лагранжа 

20.1. Принцип Даламбера. Общее уравнение механики. Диффе- 
ренциальные уравнения движения несвободной материальной точки и 
системы могут быть представлены в форме уравнений равновесия 
системы сил. Впервые на это обстоятельство было указано Далам- 
бером. 

Воспользуемся дифференциальным уравнением движения (7.4) 
несвободной материальной точки в векторной форме и запишем его 
для системы п точек: 


тіа, = Рі + /?, (і = 1 , 2, 3 п). 


Соберем все члены в одну часть равенства и назовем векторы 



Я* = 


даламберовыми силами инерции. Дифференциальные уравнения дви- 
жения системы материальных точек с введением даламберовых сил 
инерции приняли вид условий равновесия сил, приложенных к точкам 
системы: 


2 


Рі + & + Рі — 0 (/ = 1, 2, ..., п). 


( 20 . 1 ) 3 


Указанное изменение формы записи основных уравнений дина- 
мики системы составляет содержание так называемого принципа Да- 
ламбера: если к заданным силам и силам реакции связей добавить 

силы, равные силам инерции ( — т,а,), то полученная система будет 
находиться в равновесии. В действительности механическая система 
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не находится з равновесии, но, если бы к точкам системы были 
приложены силы, равные даламберовым силам инерции, равновесие 
существовало бы на самом деле. 

Математическое выражение принципа Даламбера в декартовых 
координатах получим при проецировании векторных уравнений 
(20.1) на оси координат: 

Ри + Яи — шхі = 0 , 

• Рі у 4 кі У — туі = 0, (20.2) 

Ріі + Яи — т'іі = 0 . 

Значение принципа Даламбера состоит в том, что он открывает 
возможность применения к решению динамических задач специфи- 
ческих методов аналитической статики и во многих случаях сущест- 
венно упрощает решение этих задач. Принцип Даламбера оказы- 
вается полезным в задачах, где требуется определить силы реакции 
связей при движении системы (динамические реакции). Но кроме 
этих непосредственных практических приложений, принцип Далам- 
бера оказывается связующим звеном между принципом виртуальных 
перемещений и важнейшими уравнениями движения в теории меха- 
нических (и других) систем, о чем речь будет идти ниже. 

Принцип Даламбера может быть объединен с принципом вирту- 
альных перемещений, для чего достаточно умножить векторные урав- 
нения (20.1) на векторы виртуальных перемещений точек системы 

Ьгі и результаты просуммировать. Если рассматривать случаи идеаль- 
ных связей, то можно не выписывать виртуальную работу сил реак- 
ций, равную нулю. Тогда получим: 

п — — л Л 

.2 Рібп — Д ШіГіЬгі = 0. (20.3) 

Это уравнение называют общим уравнением механики. В декарто- 
вых координатах общее уравнение механики имеет следующий вид: 

П П 

Д 4- РіуЬуі + /462,) — 2 ГПі(Хі8х, — УіЬуі 4 2 , 62 ,) = 0 . ( 20 . 4 ) 

1=1 

В словесной формулировке, которой удобно пользоваться при 
решении конкретных задач, общее уравнение механики сводится 
к утверждению: в любой момент времени движения механической 
системы алгебраическая сумма виртуальных работ заданных сил и 
даламберовых сил инерции равна нулю. 

Общее уравнение механики и его словесная формулировка выра- 
жают^ объединенный принцип Даламбера — Лагранжа — самый 
общий вариационный принцип. Этот принцип можно использовать 
в качестве основной аксиомы механики, так как из него можно 
вывести как уравнения равновесия, так и дифференциальные урав- 
нения движения механической системы. Целесообразно заметить, 
что общее уравнение механики может быть применено и для неидеаль- 
ных связей. В этом случае с учетом разложения сил реакции на 
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нормальные и тангенциальные составляющие (силы трения) имеем: 

п > > п > ' > п ** ^ 

2 / г «-6гі + 2 Г.бг, — 2т,т,бг,- = 0. (20.3а) 

;=і <=і і ѵ ' 

Уравнение (20.3а) применяется для системы со связями так же, 
как и (20.3). 

Пример 20.1. Применение общего уравнения механики к системе с идеальными 
связями. 

Система тел, связанных нитью, переброшенной через блок, изображена на 
рисунке 20.1. Инертными свойствами блока пренебрегаем. Требуется найти ускорения 
движения тел. Для этого составляем динамические уравнения, используя формулы 

(20.3), и, выбирая направления б г, как показано на рисунке, получаем: 

— т і^бгі — т 2 §6гг + т 3 §бгз — тіпбгі — тгГгЬгг — тзг 3 бг 3 = 0. 
Учитывая связь, имеем: 

бг і - б гг = бг 3 , г і — г 2 = г 3 = а, 
откуда, сокращая на бг, окончательно получим: 

а = ё(т 3 — т\ — т 2 ) 
т\ + т 2 + т з 

При решении задачи совершенно не затрагивались силы реакции, что значительно 
упростило решение. Если дополнительно стоит задача на нахождение сил реакции, 
то общее уравнение позволяет легко их отыскать. Например, для первого тела имеем 
равенство 

— т\§ + Яі — т,а = 0, 

откуда 

/? = т\ {а + §). 

Из примера видно, как упрощается решение задачи с помощью общего уравнения 
механики. 

Пример 20.2. Применение общего уравнения механики в случае неидеаль- 
ных связей. 

Теперь следует применять уравнение (20.3а). Применим его к задаче, рассмотрен- 
ной в примере 13.1. Выбирая виртуальные перемещения в направлении движения 
тел системы (см. рис. 13.1), имеем уравнение 

— кшідбгі — кт 2 дЬг 2 + т 3 цЬгз — тігібгі — т 2 г 2 бгг — т 3 г 3 бгз = 0. 
Учитывая связь 

бг і = б Гг — бгз, Г\ = Гг = Гз = а, 
сокращая на бг, окончательно получаем: 

а = ё[мз — к{т\ +т 2 )] 

Щ[ + т 2 + т 3 

Из анализа снова исключена часть сил реакций — натяжение нитей. Их можно найти, 
применяя общее уравнение к движению каждого тела. Например, 

— кт і§ + Р, — т\а — 0, 

Р і = т, (а + кд). 

Пример 20.3. Расчет даламберовых сил инерции. 

Рассмотрим фиктивные силы инерции, которые следует приложить к твердому 
телу, чтобы оно при наличии заданных сил находилось в равновесии. 

Если тело массой т движется поступательно с ускорением а, то к его центру 
масс прикладывается даламберова сила инерции: 

Д и) = - та. 

Вопрос о даламберовых силах инерции при вращении тела решим для случая 
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Рне. 20.1. р ис 20 2 

пример Н Т7Л° К имеем СИ ’ изменяк>щей своего направления в пространстве. Используя 

/<Г = М, 

где / - момент инерции относительно данной оси, а М — момент приложенных сил 
Следовательно, нужно учитывать только главный момент тангенциальных сил инер- 
ции, который равен: ѵ 

м (и) = - /7. 

Пример 20А Применение общего уравнения к сложной системе. 

ио П Л аТ °“ К А весом ск о ат ываясь по наклонной плоскости вниз, поднимает с помощью 
Ппи зтпм верастяжимои нити - переброшенной через блок В, груз С весом Р (рис. 20.2) 

плоскости Каток ' А иблокД 0 ” В ° КРУГ неподвижной оси °- перпендикулярной к его 
6 < В ~ однородные к РУгДьіе диски одинакового веса и радиуса 
Наклонная плоскость образует угол а с горизонтом. Определить ускорение оси катка 

ныес^лы пп»пп ЛеНИЯ общего Уравнения механики (20.3) рассмотрим вначале задан- 

кашТ’и г!! 6 К системе ' Это сила тяжести, приложенная к скатывающемуся 

катку А, и сила тяжести, приложенная к поднимаемому грузу С. У 

оси катка ^котопоеТ 1 пост У пательное « вращательное движение. Ускорение в 
оси катка, которое и надо наити, является поступательным ускорением катка. 

И своем вращательном движении каток обладает угловым ускорением, которое 

обозначим г. Оно направлено перпендикулярно плоскости чертежа к нам. Следователь- 
но, к оси катка надо приложить даламберову силу инерции 

9 


р(»)_ 

г а — —а, 


а к катку - 


8 

момент тангенциальных сил инерции, т. е. 

2 8 


м<;> = - /е = _ 


г е, 


где г — радиус катка и е = — 

г 

Блок В совершает только вращательное ускоренное движение- к нему поикла- 
дываем момент тангенциальных сил инерции: У Р 

м< в и) = /И ! ;>, 

Ускоп^е Ц То Т чек Л ня Ы пп М ° МеНТЫ инерции 0 обоих Дисков одинаковы и тангенциальное 
ускорение точек на поверхности диска В равно ускорению оси диска А 

Груз С совершает только поступательное ускоренное движение; к нему приложим 
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даламберову силу инерции: 


Р с = а . 

8 

В качестве виртуального перемещения выберем бесконечно малое перемещение с/х 
оси катка. Теперь составим общее уравнение механики: 


<2 зіп а с/х — Рс/х 


<2 


ас/х 


Отсюда 


1 <2 2 а с/х Р 

2 — — г ас/х = 0. 

2 8 г г § 


<2 зіп а 


2<2 + Р 


Считая, что система находится в фиктивном даламберовом равновесии, легко опре- 
делить силы натяжения нитей. Очевидно, они равны геометрической сумме сил, 
приложенных к одному из концов данного участка нити. Сила натяжения в сечении 
нити АВ определяется равенством 


р ав= — Я 5ІП « + р а’’ 


а в сечении нити ВС равенством 


р вс=Р + р У- 

Задача решена. 

20.2. Уравнения Лагранжа. На примерах предыдущего парагра- 
фа можно убедиться в том, что с помощью общего уравнения меха- 
ники значительно упрощается решение задач на движение систем тел, 
связанных между собой. Но на этом применение общего уравнения 
механики не заканчивается; из него можно вывести динамические 
уравнения в обобщенных координатах, упростить анализ движения 
систем, исключая из них связи. 

Применим метод обобщенных координат для получения диффе- 
ренциальных уравнений движения из общего уравнения механики. 
Метод обобщенных координат приводит к исключительно важному 
результату. Он дает общий вид дифференциальных уравнений движе- 
ния в обобщенных координатах, называемых уравнениями Лагранжа 
(второго рода). Эти уравнения позволяют для каждой задачи на 
несвободную систему пользоваться наиболее удобными и естествен- 
ными величинами при описании движения системы, исключая из рас- 
смотрения связи и силы реакции. Лагранжевы уравнения оказы- 
ваются полезными и для свободных тел и точек, так как имеют инва- 
риантную (скалярную) форму во всех системах координат, а это 
позволяет легко составить уравнения в наиболее удобной системе 
координат, не пользуясь громоздкими формулами перехода (напри- 
мер, от декартовых к сферическим). 

Математическая задача заключается в преобразовании уравне- 
ния (20.3) к независимым параметрам </ 2 , <7з, ..., (? я — обобщенным 
координатам механической системы, связанным с декартовыми коор- 
динатами, заданными формулами преобразования (19.3). Прежде 
всего выражаем вариации декартовых координат через вариации 
обобщенных. Получаем соотношения (19.7). После подстановки 
найденных вариаций в общее уравнение механики (20.4) изменим 
порядок суммирования и введем сокращенные обозначения (19.8) 
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для обобщенных сил. Получим следующий результат: 


^2^ <3*6^* 


- 2 Ь Ч + у,А + г'І^) = 0. 

*=і і=і 4 о<?4 ѵ дд к ' / 


(20.5) 


Для завершения преобразования остается выразить здесь вторые 
производные декартовых координат через обобщенные. Это преобра- 
зование проводим способом, указанным Лагранжей. Дифференцируя 
по времени формулы преобразования (19.3), получаем: 


• -у дх, • . дхі 

*5,а^* + -дг- 

* _ у ду, • ду, 

і, = 2 + 

к = \дд к 4 ' ді 


(20.6) 


Производные обобщенных координат по времени </і, ^ 2 , ..., йъ 
называют обобщенными скоростями (см. § 1). Они действительно 
дают обобщение понятию скорости, так как в зависимости от смысла 
соответствующей координаты могут представлять угловые скорости, 
секторные и др. Так как частные производные 


дх, ду, дг, 
дд к ’ дд к ’ ~дд~ к 


известные функции обобщенных координат по времени, то формулы 
(20.6) показывают, что производные декартовых координат по вре- 
мени являются линейными функциями обобщенных скоростей. Заме- 
тим, если связи стационарные, то время I не входит в формулы пре- 
образования координат (19.3) и производные декартовых координат 
по времени являются линейными однородными функциями обобщен- 
ных скоростей. 

Для дальнейшего преобразования уравнения (20.3) отметим 
существование следующих тождеств: 


.. 

дх. 

(і 

. 

дх, \ 


а 

дх, \ 

Х'і 

дд к 

аі 

К Х ‘ 

дд к ) 

— х. 

аі 

дд к ' 

Уі 

ду, _ 
дд к 

-—( 

аі 


дуі А 
д Чк > 

- Уі 

— ( 

аі 

ду: ) 
дд к ' 

у . 

дг, 

- — 

і 



<* 

дг, \ 


ы 

-о 

*’■' 1 

1 

аі 

2 ‘ 

дд к > 

2/ 

аі ' 

дд к ' 


(20.7) 


Далее эти тождества преобразуем, пользуясь (20.6). Обобщен- 
ные координаты </* и обобщенные скорости ць независимы. По- 
этому, составляя частные производные по обобщенным скоростям от 
равенства (20.6), приходим к тождествам 


дх, дх,_ ду, ду, дг, дг, 

дф дд к дд к дд к ’ дд к дд к 


( 20 . 8 ) 


Дифференцируя равенства (20.6) частным образом по какой-либо 
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обобщенной координате д*, имеем: 

діі д г Хі , д 2 х< ' , , д , <Э 2 *, 

— <Э<?і<Э<?* У' ' ' "' ' дд $ дд к У 8 ' д(д( ц ' 

С другой стороны, есть функция обобщенных координат по вре- 
мени, т. е. является сложной функцией времени, зависящей от вре- 
мени через промежуточные функции <?,(/), д 2 (() ^ п (і) (и явно). 

Составляя полную производную по времени этой функции по обыч- 
ным правилам, получаем следующий результат: 

4 ( дхі \ _ д 2 Хі х I д 2 Хі ; , , д 2 Хі • , д 2 х, 

сіі ' дд к ) дд к дд { ' дд„дд 2 л” ”• ' дд к дд, У 8 ' дд к дІ ' 

Правые части двух последних равенств одинаковые, что указы- 
вает на существование следующего тождества: 

<»*> 

Тождества (20.8) и (20.9) позволяют представить первое тож- 
дество (20.7) в другом виде: 

Ъ— = — ( — Щ - — ( ІО 

дд к сіі 4 дд к ' дд к 41 дд к \ 2 / дд к \ 2/ 


Аналогичные преобразования имеют место и для остальных двух 
тождеств (20.7). После умножения каждого из них на массу і - й 
точки ті суммируем почленно и получаем важное равенство: 


т, 


ду, 


( •• дхі .. 

V Х ‘ ^ У* л 
дд к дд к 


+ 2; 


дг { 

дд к 


-) 


а д 


дд к <- 


т, 


41 дд к 1 


т, 


]• 


х? + УІ + 2 ? 


]- 


Выражения, стоящие в нем в квадратных скобках, представляют 
собой кинетическую энергию Г, і- й точки системы. По этой причине 
последнее равенство можно записать кратко: 



4 дТі дТі 

41 дд к дд к 


Внесем это выражение в общее уравнение механики (20.5), 
после чего последнее приобретает следующий вид: 


ія*ъ-іь ч ли% ^-^) = о. 

* = 1 * = 1 і=і ' 41 дд к дд к ' 


Обозначив через Т = 2 7, кинетическую энергию системы, запи- 
сываем уравнение в виде: 

~ ~Ті ^ = °- 
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Вариации обобщенных координат — произвольные и независимые 
величины, и равенство нулю написанной суммы возможно только при 
обращении в нуль сомножителей при вариациях обобщенных коор- 
динат. Приравнивание их нулю приводит нас к искомым дифферен- 
циальным уравнениям движения системы в обобщенных координа- 
тах — уравнениям Лагранжа: 

= ( 20Л °) 

Для составления дифференциальных уравнений движения конк- 
ретной механической системы с помощью (20.10) необходимо иметь 
выражение кинетической энергии в выбранных координатах и значе- 
ние обобщенных сил. Тогда составление дифференциальных урав- 
нений сводится к выполнению операций дифференцирования, указан- 
ных в общей форме уравнений (20.10). Способ нахождения обобщен- 
ных сил рассмотрен ранее (§ 19) как переход от декартовых координат 
к обобщенным. Аналогичное преобразование может быть выполнено 
и для кинетической энергии (см. пример 20.8). Однако эти преобра- 
зования имеют скорее теоретический, а не практический смысл. 
На практике необходимые величины определяют, минуя указанные 
преобразования. 


Пример 20.5. Составление и решение уравнений Лагранжа. 

В зацеплении зубчатых колес, показанном на рисунке 19.3, колесо 1 приводится 
в движение моментом Мі . К колесу 2 приложен момент сопротивления М 2 и к колесу 3 


момент сопротивления М 3 . Найти угловое ускорение первого колеса, считая колеса 
однородными дисками, массы которых т і, т. 2 , Шз и радиусы г \, гг, гз. 

Если бы каждое колесо могло вращаться самостоятельно (связи отбрасываем), 
то пришлось бы ввести три независимых угла поворота: ер,, <р 2 и ф 3 . Однако можно 
написать два уравнения связей: 


ф2 _П_ _фЗ_ _Г2 

фі Г 2 ’ ф2 Гз 

Система колес имеет одну степень свободы, и в качестве обобщенной координаты 
целесообразно выбрать угол поворота фі первого колеса. Уравнение Лагранжа 
имеет вид: 

а дТ дТ „ 

лт йф, Лр, “ У| - 

Кинетическая энергия равна сумме кинетических энергий вращения трех колес, 
которые находим по формуле (18.5): Т = у (/кр? + / 2 фі + / 3 <$). 

Пользуясь уравнениями связи, записываем кинетическую энергию как функцию 
только фі: Т = — (ш\ т 2 + т 3 ) г?ф? . 

Для определения обобщенной силы пользуемся выражением виртуальной работы. 
За виртуальное перемещение выбираем поворот колеса вправо на угол бфі Виртуаль- 
ная работа находится по формуле 6Л , = УИ,бф, — М 2 бф 2 — М 3 бф 3 . 

Исключаем зависимые вариации. Для этого варьируем уравнения связи. Получаем: 

Мі — ( М\ М 2 “ Л! 3 ^ бфі. 

' г 2 г 3 г 

Рассчитываем обобщенную силу: 

<?І =1^Г = М ' М*-—. Мз. 

бфі г г гз 
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Выполняя указанные в уравнении Лагранжа дифференцирования, найдем угловое 
ускорение первого колеса: 

г( м, - ^ -м 2 - -И-м 3 

ф , = _ Г2 

(т і + т 2 + т 3 ) г? 

Далее нетрудно найти угловые ускорения остальных колес. 

Пример 20.6. Применение уравнения Лагранжа для получения уравнений 
движения материальной точки в разных системах координат. 

В сферических координатах кинетическая энергия точки (см. пример 1.4) 
вычисляется по формуле Т = г 2 + г 2 0 2 + г 2 зіп 2 0ф 2 ). 

Принимая г, О, ф за обобщенные координаты, имеем с помощью (20.10) уравнения 
движения: 

ш\г — г(6 2 + 5ІП 2 -0ф 2 )]= <5 Г , ‘ 



■ т [ -^-(г 2 д) — г 2 зіп О сов 6ф 2 ] = <?„, (а) 

т^-(г 2 5Іп 2 0ф) = 


Нетрудно найти и обобщенные силы (формулы (19.8)): 

{ С} г = Е, зіп О соз ф + Е, зіп О зіп ф -ф- ЕсозО = р„ 

<Эе = /Ѵсозбсозф — /у-создзіпф — /Ѵзіпб = гр$, (б) 

Фф = — ЕгГЗІПбЗІПф + Ефзіпбсозф = ГЗІПОЕ,,. 

Уравнения движения составлены. Сравнивая (а) и (б), легко получаем приведенные 
ранее в кинематике формулы ускорения в сферической системе: 



Г — Г (б 2 + 5ІП 2 Оф 2 ), 

— -^-(г 2 *}) — гзіпдсозОф 2 , 


__і а_ 

г зіп О 41 


( Г 2 ЗІП 2 Фф). 


В цилиндрических координатах (см. пример 1.5) кинетическая энергия точки 
имеет вид: Т = (р 2 + р 2 ф 2 + г 2 ). 

В координатах р. ф, г уравнения Лагранжа (20.10) таковы: 

т (р — рф 2 ) = <З р ( 

' т -^-(р 2 ф) = <?,„ 

та = ^ г . 

Обобщенные силы находим с помощью формулы (19.8) и формул перехода от декар- 
товых к цилиндрическим координатам {х = р соз ф, у = р зіп ф, а = а): 

( ^р = Рх СОЗ ф + Ру ЗІП ф = Р р , 

<2ф == — Е,р ЗІП ф + Ру р соз ф = рЕ<р, 

| С)г = Р г- 

Уравнения движения составлены. 

Пример 20.7. Лагранжевы уравнения движения свободного твердого тела. 

Положение твердого тела определяется шестью независимыми координатами 
*о, Уо, 2 о, ф, Ѳ, ф. Если взять их в качестве обобщенных координат, то искомые 
уравнения будут иметь вид: 


4 

дТ 

дТ 

— Г) 


К. 

дТ 


41 

4 

діо 

дТ 

1 

| й-Э* 

1 

Чхоу 

— о 

> (а) 

41 дф 

4 дТ 

<Эф 

дТ 

— ѴЧ’, 

41 

4 

дуа 

дТ 

дуо 

дТ 

Чу 0 У 

п 

41 5ф 

4 дТ 

д<р 

дТ 

Ѵ<р> 

(11 

діа 

дга 

Ѵло» 


41 дО 

д<> 

— О в 
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Первые три уравнения описывают поступательное движение твердого тела, а последую- 
щие — вращательное. 

Система уравнений поступательного движения упрощается, если принять за полюс 
центр масс тела С. Как видно из формулы (18.2), кинетическая энергия не будет 
зависеть от координат центра масс: 

дТ = дТ_ _ дТ_ _ ^ 
дх с ду с дг с 

Кроме того, обобщенными силами будут проекции главного вектора сил, приложенных 
к твердому телу, т. е. 

<2* = Рх, <2у — Ру, «2г = Р ;, ' • 

Поэтому уравнения (а) поступательного движения твердого тела можно представить 
в виде 


сі дТ Г А дТ п <і дТ г 

-77 — = = Ру, -77— г - г, 

дх с ду с ^ дг с 

Используя формулу для кинетической энергии (18.2), окончательно приходим 


к уравнениям движения центра масс: 

та с , - Р х , та, 


— Р у і аха^х — Р г. 


с которыми встречались в § 17. 

Уравнения вращательного движения получим, если воспользуемся выражением 
для кинетической энергии тела (18.3) и подставим в него проекции угловой скорости 
на оси подвижной системы, выражающейся формулами (2.13). Получим: 


Т = -тр(ф5ІП »5ІП ф + #С05 ф) 2 + (ф 5ІП О СОЗ ф — б зіп ф) 2 + (ф С03 в + ф) 2 


Обобщенными силами являются моменты сил относительно осей и линии узлов 
(см. рис. 2.2): 


С» = ЛИ, <3 Ф = Мф, С? в = М е . 


Уравнения движения (б) после подстановки в них выражения через углы 
Эйлера оказываются весьма сложными. В § 17 рассматривались динамические урав- 
нения Эйлера (17.5) в проекциях на оси подвижной системы. Они также приводятся 
к переменным ф, О, <р. Однако из уравнений (17.5) только третье уравнение совпадает 
с уравнением Лагранжа (б) для переменной ф, ибо только обобщенная сила <3* 
совпадает с проекцией момента на ось Ог'. Остальные два уравнения написаны для 
проекций моментов на другие оси: Ох' и Оу'. Уравнения решены для немногих частных 
случаев, например для свободного симметричного волчка (см. пример 17.3). 

Пример 20.8. Общее выражение кинетической энергии в обобщенных коорди- 
натах. 

Во всех предыдущих примерах выражение кинетической энергии в обобщенных 
координатах оказывалось заранее известным или находилось в частном случае. Рас- 
смотрим в общем виде преобразование выражения кинетической энергии к обобщенным 
координатам. Исходим из известного выражения кинетической энергии в декартовых 
координатах: 

7- = ^Е т ( (3.+ $ + &) % 

1 І=\ / \ 

и формул преобразования декартовых координат к обобщённым (19.3). Пользуясь 
формулами (20.6), выражающими производные декартовых координат по времени 
через обобщенные скорости, составляем выражения для квадратов производных 
декартовых координат, входящих в выражение кинетической энергии. Применяя 
правило сокращенного возведения в квадрат суммы, получаем: 


к=\ і = і од * 


„ ѵ дх, дх, . , ( дх,У 
дд к дд, ЧкЧі + ~дГ Чк+ \~дГ) ■ 
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Аналогичные выражения получаются для у] и гі. После подстановки найденных 
выражений в выражение кинетической энергии в декартовых координатах мы должны 
получить искомый результат. Для того чтобы не записывать его в подробной, очень 
громоздкой форме, предварительно введем сокращенные обозначения: 


і; = 2 т,( 

= ?, т '( 


дхі 

дх, 

+ 

дуі 

ду, 

■ + 

дгі 

дг, ^ 

дук 

дуі 

дук 

ду, 

ду к 

ду, ) 

дхі 

дхі 

+ 

ду. 

ду , 

+ - 

дгі 

дг , \ 

дук 

ді 

дук 

ді 

дук 

ді) 


( 20 . 11 ) 


Указанные выражения являются известными функциями обобщенных координат 
и времени. Использование этих сокращенных обозначений приводит нас к оконча- 
тельному выражению кинетической энергии системы в обобщенных координатах: 

1 5 5 . * 

Т== ~о^ 2 А + 2 А к ук + Ав. (20.12) 

■‘6-1;;— і к= і ѵ ' 


Кинетическая энергия оказывается квадратичной функцией обобщенных скоро- 
стей, коэффициентами в которой являются функции обобщенных координат и времени. 

Когда движение системы ограничено стационарными связями, выражение кине- 
тической энергии значительно упрощается. В этом случае формулы преобразования 
(19.3) не содержат времени и частные производные декартовых координат по времени 
обращаются в нули. В нули обращаются и коэффициенты Л* и А 0 при линейных 
членах квадратичной формы (20.12). Кинетическая энергия в этом случае является 
однородной квадратичной функцией обобщенных скоростей: 


I * 

т = ~П~ 2 АкіУкУі- 

* *. I 

Коэффициенты при квадратах и произведениях обобщенных скоростей А кі назы- 
ваются коэффициентами инерции системы. В частности, коэффициенты инерции могут 
представлять массу, момент инерции или произведение инерции системы. 

Из алгебры известно, что однородную квадратичную форму можно привести 
к сумме квадратов линейным однородным преобразованием. На этом основании 
утверждаем, что, выбирая новые обобщенные координаты для данной системы, можно 
получить выражение кинетической энергии в виде чистой суммы квадратов обобщен- 
ных скоростей, т. е. в виде 

1 5 

Т. = -~ 2 АккУІ (20.13) 

“ к = 1 

Обобщенные координаты, в которых кинетическая энергия является однородной 
квадратной функцией обобщенных скоростей, называются нормальными координа- 
тами данной механической системы. 

При решении конкретных задач приведенными выше общими формулами для 
кинетической энергии обычно не пользуются. Выражение кинетической энергии в обоб- 
щенных координатах часто оказывается возможным записать, используя теорему 
Кенига, как это было показано на примерах. Однако общие формулы необходимы 
в теории. 

§ 21. Уравнения Лагранжа для потенциальных и обобщенно- 
потенциальных сил 

21.1. Потенциальные силы. Лагранжиан. Дифференциальные 
уравнения Лагранжа заметно упрощаются, если система находится 
под действием потенциальных сил. 
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Пусть силы, приложенные к точкам системы, потенциальные. 
Тогда в соответствии с формулой (19.1 1) для обобщенных сил имеем 
их выражения через потенциальную энергию 11 — і/(д [ д 2 ...д„ (): 


Следовательно, обобщенные силы также являются потенциаль- 
ными. Внесем выражения потенциальных сил в дифференциальные 
уравнения (20.10). Если примем во внимание, что потенциальная 

энергия не зависит от обобщенных скоростей, т. е. = 0 , то 

дифференциальным уравнениям можно придать следующий вид: 

^ -к [Т ~ Ѵ) ~ А {Т ~ ^ 

Определим функцию обобщенных координат, скоростей и времени 
равенством 

і(д к< д к , І)=Т - I/, (21.1) 


где Е называется функцией Лагранжа или лагранжианом системы. 
Тогда уравнения Лагранжа (20.10) движения системы получают 
следующий вид: 


й ді 
аі дд„ 


< 3 /. 


_ = о (А = 1, 2, 3, .... 5). 


( 21 . 2 ) 


Для составления дифференциальных уравнений движения систе- 
мы с потенциальными силами оказывается, таким образом, доста- 
точным знание лагранжиана системы. При стационарных связях и 
стационарном силовом поле лагранжиан не зависит явно от времени 
и является функцией только обобщенных координат и скоростей, 
а при нестационарных связях и нестационарных силах он явно 
зависит и от времени. Нетрудно видеть, что лагранжиан задается 
неоднозначно: прибавление к нему любой величины, не зависящей 
от ц к и < 7 * явно, не изменяет уравнений (21 .2) . Кроме этого, прибавле- 
ние полной производной по времени от произвольной функции обоб- 
щенных координат также не изменяет уравнений. 

Покажем это. Пусть І(ді ,) — -произвольная функция. Рассмотрим новый лагран- 
жиан: и = щ- -^-/Ы = і + 

Составим для него уравнение (21.2): 




ді 

д 


^- 2 ^.- 6 . 

< 5 <?* 5 дд, 


Раскрывая скобки и производя дифференцирование по времени во втором слагаемом, 
имеем: 


йі <3<?* 5 дЯ* * дЦь дчі, * <Э<7 5 4 5 

т. е. приходим к уравнению для прежней функции Лагранжа і, 
мами взаимно уничтожаются. 


= 0, • 

так как члены с сум- 
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В процессе вывода уравнений Лагранжа (20.10) и (21.2) было вы- 
полнено преобразование координат (19.3), которое может рассмат- 
риваться как переход к любой новой системе координат в той же 
физической системе отсчета либо переход к другой инерциальной 
и даже неинерциальной системе отсчета. В любой системе отсчета 
и системе координат, т. е. в любых координатах уравнения имеют 
один и тот же вид, т. е. они инвариантны по отношению к выбору си- 
стем координат и систем отсчета. Эта выдающаяся особенность 
уравнений Лагранжа делает их весьма ценными для теории. (Инва- 
риантность уравнений для неинерциальных систем рассмотрена ниже, 
в примере 21.6.) 

Пример 21.1. Составление лагранжиана для двойного плоского маятника 
(рис. 21.1). 

Кинетическая и потенциальная энергии являются величинами аддитивными, 
поэтому функция Лагранжа системы равна сумме функций Лагранжа для точек 
т і и т 2 : С = Ді + Обозначив угол между отрезком а и вертикалью через ср, имеем 

для кинетической энергии точки Т\ = — тіа 2 ф 2 , где скорость находится по формуле 

составляющей скорости в полярных координатах (1.9). Отсчитав высоту поднятии 
маятника от точки О, получаем потенциальную энергию в виде = — тідасозф. 

Поэтому ц = -1- тіа 2 ф 2 + т,§а соз ф. 

Введем угол # между отрезком Ь и вертикалью. Чтобы найти кинетическую энергию Г 2 
точки т 2 , выразим ее декартовы координаты х 2 и у 2 (начало координат в точке О; 
ось у направлена вниз по вертикали, а ось х — влево по горизонтали) через углы фи 

х 2 = а зіп ф + Ь 5Іп О, 
у 2 — а сов ф + Ь соѣ Д, 

откуда 

х 2 = асовф-ф + бсовФ-Ф, у 2 = — азіпф-ф — йзіп<МІ. 

Пользуясь этими выражениями, получаем кинетическую энергию системы: 

Т 2 = у/пі(і | + і /1) = -^-т 2 [а 2 ф 2 + 2аЬсоѣ ( (ф — Д) фФ) + Ь 2 & 2 ]. 

Вычитая из нее потенциальную энергию ІІ 2 = — т 2 й(а соз ф + 6 соз д), получим: 

С 2 = -і- т 2 {а 2 ф 2 + 6 2 Ф 2 + 2айф<! соз (ф — й)} + т 2 § (а соз ф -)» Ь соз О). 

Итак, лагранжиан для двойного плоского маятника найден и имеет вид: 

і = у(иі + т 2 )а 2 ф 2 + -і- т 2 ЬЧ 2 + т 2 а6фДсоз(ф — б)+ . 

+ 8 (ы\ + т 2 ) а соз ф + т 2 &Ь соз О. 

Пример 21.2. Составление уравнения движения эллиптического маятника. 

Он состоит из ползуна массой гп\, скользящего без трения по горизонтальной 
плоскости, и шарика массой т 2 , соединенного с ползуном стержнем АВ длиной /. 
Стержень может вращаться вокруг оси А, связанной с ползуном и перпендикулярной 
к плоскости чертежа (рис. 21.2). Массой стержня пренебречь. 

Оба тела можно считать материальными точками. Положение их определяется 
координатами Х\, у\ и х 2 , у 2 . Видим, что между ними и углом отклонения стержня 
от вертикали можно установить связь: х 2 = / соз ф, у 2 = уі + I зіп ф. 

Система имеет две степени свободы, а за обобщенные координаты целесообразно 
выбрать уі и ф. 

Уравнения Лагранжа имеют общий вид: 

й ді _ дІ_ _ 0 й ді ді 0 

йі ду\ д У ' ~ ’ йі бф 5ф“ ' 
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Рис. 21.2. 


Составим лагранжиан системы: 

I* — 7-і + 1*2 = (7* і + Т 2 ) — (11 \ + Ііі). 

Потенциальную энергию нормируем условием 


Ц = (У,| + [] г I = 0. 

1*1 = 0 1*2 = 0 


Вычислим теперь кинетическую энергию, потенциальную энергию и лагранжиан: 
Т\ = у Ш\Уи Т 2 = уШ!(*і + $) = у т г (у\ + 2/ сов фі/кр + / 2 ср 2 ), 

7" = Г, + Т 2 = у (т, + т 2 ) і/і + у т 2 / 2 ф 2 + т 2 / сов срукр, 

I/ = — т 2 §1 сов ф, 

і = у (т, + т 2 )і/? + у т 2 / 2 ф 2 + т 2 1 сов ф{/,ф + т 2 §1 сов ф. 

Используя найденную функцию Лагранжа, получаем для эллиптического маятника 
уравнения движения: 

1 (т, + т 2 )у\ + т 2 / сов ф ф } = 0, 

/ф + сов фу’і + § віп ф = 0. 

Из первого уравнения сразу следует первый интеграл движения: (т і + т 2 ) у\ + 
+ т 2 1 сов ф- ф = Сц который можно использовать при решении уравнений — на- 
хождении у | = уі (1), ф = ф(/). 

Пример 21.3. Составление уравнений для сферического маятника. 

Он был рассмотрен в примерах (19.3) и (19.8). Функцию Лагранжа найдем, 
используя формулы скорости в сферических координатах (см. пример 1.4) и формулу 
потенциальной энергии (см. пример 19.8): 

7- = - 2 (^ 2 + зіп 2 <Ьф 2 ) — га^/сов в. 

Уравнения Лагранжа в координатах # и ф имеют общий вид: 

сі ді* ді* _ сі д1~ д!*_ 

<11 дб _ <11 дф дф 
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откуда 


/та/ 2 # — ті 2 зіп О С05 <Ь<р 2 — т§1 зіп й = О, 

-^-т/ 2 зт 2 Д-ф = 0. 

Из второго уравнения сразу следует первый интеграл 

ті 2 5Іп 2 д-<р = Си 

который нужно использовать далее для нахождения кинематических уравнений дви- 
жения. 

Пример 21.4. Составление уравнений Лагранжа для свободной точки. 

Метод Лагранжа может быть с успехом применен не только к сложным системам 
со связями, но и к свободной точке, находящейся в потенциальном поле. При этом 
сила при описании движения и векторные уравнения заменяются соответственно 
функцией Лагранжа и скалярными уравнениями Лагранжа. В качестве примера 
рассмотрим свободную материальную точку в однородном поле (поле тяготения). 
За обобщенные координаты возьмем декартовы, оси Ох и Оу расположим в плоскости 
горизонта, а ось Ог направим вертикально вверх. Располагая функцией Лагранжа 

1 = -тг(* 2 + У 2 + г 2 ) — т^г, 

имеем: 

<1 • Л • 

~ц тх = 0, ту = 0, тг = —т§. 

Это рассматривавшиеся ранее, в примере 6.1, уравнения свободного падения. Их 
интегралы находятся разделением переменных: 

х = *о + Ѵо хі, У — Уо + ѵоуі, г = го + ѵцА . 

(Уместно заметить, что речь о векторах сил в задаче не шла — их заменила функция 
Лагранжа. Не было и проектирования векторных уравнений на оси.) 


21.2. Уравнение Лагранжа для обобщенно-потенциальных сил. 

В § 21 мы ввели функцию Лагранжа, с помощью которой задается 
движение системы с потенциальными силами, зависящими только от 
координат и времени. Рассмотрим теперь силы, зависящие также от 
скорости и удовлетворяющие условию: 


п Г л Л дѴ 

<7*. *) = ЧГ1ПГ 


дЦ 

дд к ’ 


(21.3) 


где < 7 *, і) носит название обобщенного потенциала. Такие 

силы называются обобщенно-потенциальными. 

Подставляя в уравнение Лагранжа (20.10) вместо обычной силы 
обобщенно-потенциальную, приведем уравнение к виду 


а_ оѵ_ _ ои 

дд к ~ 


(21.4) 


Это уравнение по форме не отличается от уравнения для обычных 
потенциальных сил, но его лагранжиан //, имея прежние переменные, 
представляет разность кинетической энергии и обобщенного потен- 
циала, т. е. 

и = т - {/(<?*, і). (21.5) 

Так как запись лагранжиана с обобщенным потенциалом в общем 
виде не отличается от записи с обычным, то для уравнения Лагранжа 
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с обобщенно-потенциальными силами нет надобности вводить спе- 
циальные обозначения: 


^ — I- (Цк, 


■ .. й ді 



Так как обобщенно-потенциальная сила не зависит от обобщенных ускорений, то 
обобщенный потенциал является линейной функцией обобщенных скоростей, что 
видно из определения обобщенно-потенциальной силы. Обобщенный потенциал на- 
пишем в следующем виде: 

У — 1)Цк “Ь Уо(Ук. і) — У і “Ь У о. 

* = і 


Здесь і! | = (Уі (< 7 *, I) — потенциальная энергия, зависящая от скорости, ІІ 0 (<?*, I) — 
обычная потенциальная энергия, а* I) — коэффициент. 

Кинетическая энергия является квадратичной функцией обобщенных скоростей 
и выражается формулой (20.12). Обозначим слагаемые в этой формуле соответ- 
ственно через Г 2 , Т і, То и запишем формулу кратко: 

Т=Т 2 + Т, + То. 


Обобщенный лагранжиан является квадратичной функцией обобщенных скоростей 
вида 

• Т — Тг -(- (Гі — У\) + (То — Чо). (21.6) 

Индексы показывают степень обобщенной скорости, от которой зависят слагаемые. 


Обобщенно-потенциальные силы резко расширяют сферу приме- 
нения уравнений Лагранжа (в форме (21.2) ), ибо фундаментальные 
силы природы (гравитационные и электромагнитные) относятся 
соответственно к потенциальным и обобщенно-потенциальным. Обоб- 
щенно-потенциальными являются и силы инерции, что позволяет 
применять уравнения Лагранжа в неинерциальных системах отсчета. 

В общем случае, кроме потенциальных и обобщенно-потенциаль- 
ных сил, в системе действуют непотенциальные диссипативные силы, 
рассеивающие механическую энергию. Располагая лагранжианом 
для обобщенно-потенциальных сил, имеем уравнения Лагранжа 
для общего случая: 


і И дЬ п 

< 2|7 > 

где через С) к обозначаем все обобщенные непотенциальные силы. 

Пример 21.5. Сила Лоренца. 

Рассмотрим важнейший пример обобщенно-потенциальной силы. В электроди- 
намике показывается, что на точечный электрический заряд ц, движущийся в электро- 
магнитном поле со скоростью о, действует сила Лоренца: 

= яЕ + д{ѵ В], 

где _ 

п- , дА -і д 

с = — егаа Ф =7- , В — гоі А 

аі 

Ф = ф(*. У > г . 0> А — А(х, у, г, I) — скалярный и векторный потенциалы поля. Выра- 
жение 

У = ЯЧ> — уАѵ (21.8) 
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оказывается обобщенным потенциалом для заряда в электромагнитном поле. В этом 
убеждаемся, находя обобщенно-потенциальную силу по формуле (21.3): 

•2 = — Я ру А — ? ■ дгасі ф ^ • дгаб (Л ѵ). 


(в 

УР 


После выполнения действий и с помощью формул векторного анализа (приложе- 
ние II, № 7) имеем: 

= - Я Я(ѵ Ѵ )А + д(ѵ V )Л + 


(ч 


+ д[ѵ гоі А] — д- ё га<і ф = дЕ + ^[цВ] = Р„. 


Так как кинетическая энергия свободной материальной точки в данном случае 
известна, т. е. 


то нетрудно убедиться, что уравнения Лагранжа (20.10) дают: 


— тѵ = дЕ + ^[ѵ В], 


Сі 

не 

а 


поле Уравнение движения заряженной материальной точки в электромагнитном 

П р и м е р 21.6. Преобразование функции Лагранжа к неинерциальной системе 
отсчета. 

Рассмотрим материальную точку т, находящуюся в потенциальном поле. В не- 
подвижной инерциальной системе отсчета 


тѵ 


- и И. 


(21.9) 


Перейдем к произвольно движущейся системе. Из формул (3.5) и (3.6) видно, что 

ѵ = ѵ' + По 4 .[со г'], 


ха 

ра 

ме 

об 

СИ' 

ко 

ны 


ѵ (г) = и (г'). 


Выполняя подстановку значений г и (У в (21.9), получаем выражение функции Лагран- 
жа в инерциальной системе: 


Ѵ — 4Г “ + + тѵ' ішг'} 4утв?4 тѵ 0 { ѵ' + [со Р]} — V (г'). 

Используем тождество • 

а 


ус. 

по 

ЖТ 

СК( 


-уу тг'ѵо — тг'ао = тѵ 0 { ѵ' 4 [со г’]) , 


но 


для проверки которого следует учесть, что ~ = о' 4 [ш ?]. Полная производная 


по времени не влияет на уравнение, поэтому в лагранжиане отбрасываем производную. 


ТО 


Отбрасываем и слагаемое у тѵі которое для переменных г' и ѵ' является постоян- 


ной величиной. Окончательно 


, , тѵ' 2 т ^ *г і9 — 

1 = — <> Ь — [“'■]— тг’ао — 11 (г') 4 тѵ’ [со г'] . 


іде 


Запишем для найденной функции Лагранжа уравнения Лагранжа, предполагая, что 
они справедливы в неинерциальной системе 

а <?// дѴ 

<11 


по: 


= 0 


дѵ' 


дг' 


7 к 
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>м 


г- 


іе 


м 

е 

) 

о 


(векторная форма записи частных производных является сокращением записи трех 
уравнений в проекциях, например, декартовых, или ^ = дгасі-і/, ^ - = 

дѵ д г 

?гасі-і . Для нахождения производных функций // удобно записать сначала ее 
(частные) дифференциалы по переменным г‘ и и': 


й ѵ и = тѵ'ііѵ' + тдѵ' [і о г'\ 

ЧТ' — т [о> г'] \шЧг' 1 -(- тѵ' [шЧг'} — тдг'а 0 Лг’ . 

дг 


После этого навддим само уравнение: 
Чѵ ді/ 


т чг = 


дг' 


тао — т (в [и г'] ] - т [ш г'\ — 2т [со ѵ'] . 


Сравнивая найденное уравнение с изученным в § 7, заключаем, что, во-первых, урав- 
нения Лагранжа инвариантны по отношению к переходам в неинерциальные системы, 
а во-вторых, силы инерции принадлежат к обобщенно-потенциальным. 

§ 22. Законы сохранения и уравнения Лагранжа 

22.1. Функция Гамильтона системы. Динамические уравнения ме- 
ханики, основанные на законах Ньютона, приводят к первым интег- 
ралам движения или к законам сохранения энергии, импульса, мо- 
мента импульса системы материальных точек (глава IV). Также 
обстоит дело и с уравнениями Лагранжа, описывающими движение 
системы в обобщенных координатах: они приводят к сохранению не- 
которых величин, носящих название обобщенной энергии и обобщен- 
ных импульсов. 

Рассмотрим систему, в которой обобщенные силы удовлетворяют 
условию (19.11) или (21.3), т. е. они потенциальные или обобщенно- 
потенциальные. Для получения первых интегралов движения умно- 
жим каждое из уравнений (21.2) на соответствующую обобщенную 
скорость и просуммируем результаты. Получаем: 


но так как 


у Ч ( і зі\ • 4, дЬ ■ 

Л\«\ д ч) Чк 


Як = о, 


а ( ві,\ • а ( <?і. Л а/. •• 

Ч‘ V ая) дк ~ чі \ Щ ?*• 
то уравнение принимает вид: 

л 4 ді ■ 4 Г вь • - . дь •• 1 „ 

ИТ ^ ^ ~ — с ! к “Ь ~7^~Як\ = 0. 

аі к= \ дць к=\'-дЯк ді Чк * 

Лагранжиан является функцией обобщенных координат, обоб- 
щенных скоростей и времени, т. е. 

і = і (я к, Як, (), 


поэтому имеет место тождество 

ЧЬ _ у Г <5^ ■ , <Эі •• 1 , аі. 

Чі ~ к* ІдяГ^+^Щ + ИГ- 

Подставляя значение суммы из последнего равенства в преды- 

7 Курс теоретической физики 
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дущее уравнение, имеем: 


й I дЬ • <11 . ді „ 

ИГ 2 — Я* ~ — + — = О. 


і дд к 


а 


ді 


Объединяя два первых члена, можно ввести функцию 

5 Л/ 

н = і — <7* - и 

к = 1 дф 


(22.1) 

( 22 . 2 ) 


которая называется обобщенной энергией системы или функцией 
Гамильтона системы (гамильтонианом). Гамильтониан системы со- 
держит в себе информацию о системе, как и лагранжиан. В теорети- 
ческой физике он используется для описания систем не только в клас- 
сической механике, но и в других разделах; особенно широко — 
в квантовой механике. 

22.2. Первые интегралы уравнений Лагранжа. Выполним вывод 
первых интегралов из уравнений Лагранжа. Введя функцию Гамиль- 
тона (22.2) в уравнение (22.1), получим теорему об изменении обоб- 
щенной энергии: 


ан _ _ дь 
ИГ ~~ ІГ • 


(22.3) 


Если функция Лагранжа Т от времени явно не зависит, то обоб- 
щенная энергия системы сохраняется во времени, т. е. 


Н = сопзі. (22.4) 

Рассмотрим этот важнейший закон для потенциальных сил. Не- 
зависимость функций Лагранжа от времени означает стационарность 
связей и стационарность сил, т. е. 


Поэтому 


Ь = Т - V ы. 
ді дТ 


дф дф 

и функция Гамильтона может быть записана в виде 


5 эт • 

Н — 2 -т-<7* — Е. 

* = » 


Так как Т — однородная квадратичная функция 
стей, то 


дТ • от- 
—^<7* = 2 Т, 
дд к 


обобщенных скоро- 


откуда обобщенная энергия равна механической энергии системы: 

Н = 2Т— Т-\-ІГ = Т-\-і/. (22.5) 


При этом она сохраняется в потенциальном поле. 

Рассмотрим структуру функции Гамильтона в общем случае, т. е. для неста- 
ционарных полей и связей, но для обобщенно-потенциальных сил. В обобщенный 
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лагранжиан (21.6) подставим значения Г из формулы (20.12) и получим: 

1 5 . . 5 5 

1 = ~2 2 + 2 Л “7* + А о — 2 — Ѵ 0 = Г 2 + Г, + Го — {/, — 

*/ * * 

В азован ИМ - необходимые для нахождения гамильтониана по формуле (22.2) преоб- 

61 


и и, „ 

, • ! Д- АьіЧі + Л* — а*, 

д<7* і 


5/. 


. <7* = 2 (АкгііСц, + А к сц, — а*?*), 

<5<?/, / 




Наконец, 


у ОЬ . ѵ Л * * * 5 

~д^ Чк = 2 Л *<7* — 2 а*<? 4 = 2Г 2 + Г, — (/,. 

Я = ^ - Го + (/о. 


( 22 . 6 ) 

™„,?* К0В0 вы Р ажение обобщенной энергии системы при обобщенно-потенциальных 
силах и нестационарных связях. Энергия сохраняется, если стационарны силы и свя- 
® .“ Т “°“ сл У чае кинетическая энергия является однородной квадратичной функ- 
циеи скоростей и выражение для гамильтониана упрощается: 

я = Г 2 4- ІІ 0 = СОП8І. 

энергии ДИН И3 ПеРВЫХ интег Р алов Уравнений Лагранжа, или интеграл обобщенной 

Полная механическая энергия для системы в общем случае может быть определена 
как сумма кинетической и потенциальной энергий (в обобщенных координатах), т. е. 

Е = Г 2 + Г, + Го + і/, + Щ. 

° Н п а “ С °ТГ еТСЯ Н6 только П РИ нестационарных силах и связях, но и при стацио- 
рных связях и стационарных обобщенно-потенциальных силах. В последнем слу- 
чае введенная полная энергия выражается формулой Е = Г 2 4- ТУ, 4 - и не 
сохраняется за счет несохранения {/,. 2 т и, -г ы 0 и не 

Поэтому данная величина может совсем не рассматриваться, а вместо нее (в слѵ- 
системы Х П аИеНИЯ называют полной механической энергией обобщенную энергию 


Кроме интегралов обобщенной механической энергии из урав- 
нений Лагранжа вытекают интегралы обобщенных импульсов. 
Снова рассмотрим уравнение Лагранжа: 

— — ЛЬ- _ в 

*Я ддь 


Величину 



( 22 . 7 ) 


называют обобщенным импульсом, соответствующим обобщенной 
координате </*. Уравнения Лагранжа через обобщенные импульсы 
записываются в виде 


= д^~ (* = 2 «)• ( 22 . 8 ) 

Лагранжиан может не зависеть от одной или нескольких обоб- 
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щенных координат, которые называют циклическими. С каждой такой 
координатой связан первый интеграл движения, называемый цикли- 
ческим. Пусть координата циклическая. Уравнение Лагранжа 
принимает вид: 


Отсюда следует циклический интеграл: 

ад 

р с = — — = сопзг. 
а<д 

Механический смысл циклического интеграла может быть раз- 
личным в зависимости от смысла соответствующей обобщенной коор- 
динаты. В частных случаях это могут быть законы сохранения со- 
ставляющей импульса, когда обобщенная координата имеет размер- 
ность длины, или момента импульса для угловой обобщенной коор- 
динаты. 

При обобщенно-потенциальных силах обобщенные импульсы от- 
личаются от обычных и в декартовых координатах. В самом деле, 
если 

I = Т - Щд, д). 


то 



где имеется дополнительное слагаемое 
свободной точки: 


дЦ 

дс/к 



(22.9) 

обычному импульсу 


р = тѵ — дгасІ^Я. (22.10) 

Это значит, что в поле обобщенно-потенциальных сил может сохра- 
няться та или иная составляющая не обычного, а обобщенного 
импульса при условии, что соответствующая проекция силы равна 
нулю (см. пример 22.3). 


П р и м е р 22.1. Расчет гамильтониана, или обобщенной энергии свободной заря- 
женной точки в электромагнитном поле. 

Пользуясь обобщенным потенциалом для данного случая (см. пример 21.5), 
имеем функцию Лагранжа: 

то 2 Т - 

Д = — <7ф + ЯА ѵ. 

Рассчитываем Я по формуле (22.2): 

ді^ - -* — то 2 ■* - то 2 

Я = — —ѵ — Д = тѵ г -\- ^А ѵ — 1- < 7 <р — ^А ѵ 1- <7<р, 

дѵ 2 2 

что можно истолковать как полную механическую энергию заряженной точки в поле. 
Часть обобщенного потенциала Я о = <?ф можно рассматривать как обычную потен- 
циальную энергию точки в силовом поле. 

Пример 22.2. Расчет гамильтониана, или обобщенной энергии свободной 
(изолированной) материальной точки в релятивистском случае. 
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Лагранжиан выражается формулой 


і = — тс* 




где с постоянная, равная скорости света в вакууме. 
Произведем расчет Н : 


+ тс ^~\1 1 - ~ 

’ выражение называют полной релятивистской энергией материальной точки, 
пример 22.3. Расчет обобщенного импульса точки в электромагнитном поле. 

С помощью функции Лагранжа (см. пример 22.1) вычисляем обобщенный 
импульс заряженной материальной точки в электромагнитном поле: р об = т ѵ + рЛ. 



„ ~ дЬ 

дѵ 




Пусть имеет место однородное постоянное магнитное поле с индукцией В Вос- 
пользуемся цилиндрическими координатами и направим ось Ог по вектору индукции 
магнитного поля. Из рисунка 22.1 видно, что составляющие силы Лоренца 
(см. пример 21.5), действующие на заряд р, таковы: ^ 


= — рВр, Р р = рВрф, 
а обобщенные силы (см. пример 20.5): 

<?ф = — чВрр, Ор = рВру. 

Нетрудно, пользуясь формулой обобщенно-потенциальной силы (21.3) подобцать 
обобщенный потенциал: н 


и 



приводящий к этйм силам. Следовательно, 
координатах имеет вид: 


функция Лангранжа в цилиндрических 



Циклическими являются координаты г и ср, т. е. сохраняются обобщенные импульсы: 
р 2 = тг, р ѵ = тр 2 ср <7 Й Р 2 - 

Пример 22.4. Интегрирование уравнений сферического маятника. 

а примере (21.3) получено выражение для функции Лагранжа, т. е. 

ті 2 . 

^ = ~ 2 ~ "Ь 8 * п2 ®ф 2 ) — ^81 соз Ф. 

Так как лагранжиан явно от времени не 
зависит, то существует первый интеграл 
обобщенной энергии: 

Я=і|1(б 2 + 5ІП 2 бф 2 ).+ 

+ тді соз в. (а) 

Координата ф является циклической, и ей 
соответствует первый интеграл обобщен- 
ного импульса: 

тІ г зіп 2 дф = М. (б) 

Это интеграл момента импульса относи- 
тельно оси Ог. Выражая ф из (б) и под- 
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ставляя в (а), имеем: 


ті 2 . 


Г + 


М 2 


2 ті 2 зіп 2 б 


+ т&1 сов О = Я, 


откуда можно найти 4: 

4 




2 (Н М 

— (Я 


ті 


2 гаг зіп 2 # 


— тді сов #) 




т/ 2 


-(Я - І/«). 


Разделяя переменные, получаем кинематическое уравнение движения для О путем 
взятия интеграла: 


'=5 


а!# 


Ыѣ * 1 


+ с, 


і/е) 


Определяя отсюда <Я и подставляя в (б), имеем уравнение с разделенными переменны- 
ми. После интегрирования получаем зависимость между ф и 

г м м 

<Р = \ , "■ =• + С 2' 


гаг зіп 2 # 


V 


тГ‘ 


-(я - и,) 


Это уравнение траектории движения материальной точки по сфере. Если подставить 
сюда найденную функцию # = #(<), то получим второе кинематическое уравнение 
движения: ф = ф(/). 

Легко найти силу реакции сферы при движении по ней материальной точки. 
Общее уравнение механики приводит к равенству 

т§ соз # + К, — та, - О, 

откуда 

К, = та, — т§ соз О. 

Используя выражение для а, из примера 20.6, получаем: 

2 

/?, = —Н 4- т§ соз О 

— такова реакция сферы. 

Пример 22.5. Вывод закона сохранения энергии в неинерциальной системе 
отсчета. 

Выберем в некоторой неинерциальной системе в качестве обобщенных декартовы 
координаты х' , у', г'. и воспользуемся функцией Лагранжа из примера 21.6, имеющей 
вид: 

ѵ тѵ ' 2 ™ [ ш г' ] 2 — тг'а 0 — Я(г') + тѵ'[а>г']. 

2 * 

Здесь при движении неинерциальной системы величины в и Оо являются явными 
функциями времени, поэтому интеграла обобщенной энергии нет. Все три координаты 
обязательно входят в лагранжиан, если система вращается (члены второй и послед- 
ний), поэтому нет и циклических интегралов момента импульса. Если бы система не 
вращалась, циклические интегралы импульса существовали бы при отсутствии третьего 
слагаемого, но тогда система была бы инерциальной. 

Из формулы для лагранжиана видно, что если система отсчета движется с 
постоянным ускорением и вращается с постоянной скоростью, то существует только 
интеграл обобщенной энергии: 

Н = "^1 + т7'2о. 

2 

Этот вывод получается сразу, если учесть, что выбранные координаты нормальные 
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(т. е. кинетическая энергия есть — - — ), а обобщенный потенциал і I, выражен по- 
следним слагаемым. Дополнительные к механической энергии слагаемые третье и 


четвертое играют роль потенциальной энергии в поле сил инерции. 

Пример 22.6. Ларморова прецессия. 

Рассмотрим движение заряженной материальной точки в поле притяжения цент- 
ральной силы при условии, что имеется слабое однородное магнитное поле с индук- 


цией В (например, электрон движется в поле кулоновского притяжения к ядру а 
атом находится в магнитном поле). Функцию Гамильтона в цилиндрических коорди- 
натах для этого случая можно записать, пользуясь примером 22 3' 


Н = 


-р 2 ф. 


Рассмотрим теперь движение в неинерциальной системе, вращающейся вокруг 
оси иг с угловой скоростью ф = со, без магнитного поля. 

Чтобы записать функцию Гамильтона в этой системе, разложим выражение кине- 
тической энергии в инерциальной системе на кинетическую энергию относительного 
движения и энергию вращательного движения: 


тѵ 

~ 2 ~ 


тѵ' 2 т 

2 + ЛГ 


рѴ. 


Функция Гамильтона во вращающейся системе найдена в примере 22.5: 
2 2 к ” г % ' ѴІ 2" 


и' т 2 2 I м/ \ т 2 2 

Н = 9- Р «> + Щг) - Р 2 (0 2 . 


Теперь можно свести действие магнитного поля на электрон к движению неинео- 
циальнои системы. Приравнивая Н и Н', видим, что 


1 е\ В 

о) = 

2 т 


. Т аким образом, в магнитном поле электрон движется так же, как в неинерциаль- 
нои системе, вращающейся вокруг направления поля с угловой скоростью <о, что 
равносильно прецессии орбиты электрона вокруг направления поля с ларморовой 
частотой іо. гг 


22.3*. Законы сохранения и симметрии пространства-времени. 

Существует определенная связь между законами сохранения энергии, 
импульса, момента импульса и симметриями пространства-времени: 
однородностью, изотропностью. В механике эта связь наиболее полно 
может быть выяснена с помощью уравнений Лагранжа. 

Однородность времени и сохранение энергии 
Возьмем замкнутую свободную систему материальных точек, для 
которой в силу однородности времени функция Лагранжа явно от 
времени не зависит, т. е. 



Но это и есть, как было показано ранее (в § 22), условие сохранения 
обобщенной энергии Я для системы. Для потенциальных и обобщен- 
но-потенциальных сил (а такие силы только и могут иметь место для 
свободной системы материальных точек в пустоте) обобщенная 
энергия совпадает с полной механической энергией. Таким образом, 
закон сохранения полной механической энергии замкнутой свободной 
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системы оказывается следствием уравнений Лагранжа и однород- 
ности времени. 

Однородность пространства и сохранение 
импульса 

Произведем сдвиг системы в пространстве как единого целого, 

т. е. выполним трансляцию или параллельный перенос на б г. Все 
точки испытывают смещение на один и тот же бесконечно малый 
отрезок, так что 

г, г[ = Гі + б г. (22.1 1) 


Мы рассматриваем свободную от связей систему, поэтому в качестве 
обобщенных координат выбираем декартовы координаты точек. Все 
точки системы испытывают один и тот же сдвиг: бх, б у, 8г. 

Найдем соответствующее этому сдвигу бесконечно малое изме- 
нение функции Лагранжа системы. Это можно сделать, варьируя 
лагранжиан по координатам: 

■Ы = 2-^6* + 2-^6 у + 2 ^ 8г. 

і дХі ' і ду/ ѵ і 02; 

В силу однородности пространства параллельный перенос замкнутой 
системы в нем не приводит к каким-либо физическим изменениям в 
системе. Это значит, что лагранжиан системы при переносе не изме- 
няется, т. е. б/. = 0. Отсюда следуют равенства: 


4 ^- = 0 , 2 -^- - 0 , 2 ^ 

дх; і с? у, , дг. 


0 . 


Суммируя по всем точкам системы уравнения (22.8), выражаю- 
щие закон изменения обобщенного импульса, с помощью последних 
равенств приходим к новым равенствам: 


Ш ? ріх — аі ? Р‘у — °> ~ Ріг — °- 

Отсюда и следует закон сохранения обобщенного импульса замкну- 
той системы: 

2 Ріх = СОП5І, 2 ріу = 0, 2 р и = СОП5І. 

І І І 

Для потенциальных сил обобщенные импульсы свободной системы 

в декартовых координатах совпадают с обычными импульсами т,о„ 
в чем нетрудно убедиться, используя определение обобщенного им- 
пульса (22.7) и функцию Лагранжа: 

Из (22.7) следует, что р, = т,щ. 

Если в замкнутой системе действуют обобщенно-потенциальные силы, то обобщен- 
ный потенциал для каждой пары точек может зависеть только от модуля их относи- 
тельной скорости, т. е. ІІ = 
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В этом случае дополнительные слагаемые к обычному импульсу (см. формулу (22.10) ) 
системы двух точек в обобщенном импульсе дадут нуль, так как | ѵ\ — ц 2 | = Ц|2 и 

дЦ(ѵ 1 . 2 ) _ _ дІ](ѵ\,і) 

дѵ\ дѵг 

В конечном счете обобщенный импульс свободной системы оказывается обычным и 
для замкнутой системы всегда сохраняется. 

Изотропность пространства и сохранение 
момента импульса 

Произведем поворот замкнутой свободной системы материальных 
точек в пространстве вокруг некоторой оси 00' на бесконечно малый 

угол 8 ср. Как видно из рисунка 2.6, смещение точек определяется 

вектором 8 г = [ 6<рг ]. Аналогично изменяются и векторы скоростей, 

т. е. 8ѵ = [ бсро ]. Итак, при повороте системы происходят преобра- 
зования координат и скорости: 

Г Г ' = Г + [ 6 Ф г ] . V ѵ' = V •+ [6ф р]. 

Найдем изменение функции Лагранжа, обусловленное поворотом 
(в качестве обобщенных координат взяты декартовы координаты 
точек) : 

— '? (ёгасІ-Тб/-,- -(- §га<і*Ібо,). 

(Здесь = Т-$±- + Т-І±- + 

Найденное изменение в силу изотропности пространства равно нулю. 
Учитывая значения 6г, и 6и„ имеем: 

2 дгаа^Гбфп] + 2 §га(1-/,[бф^] = 0. 

Произведя циклическую перестановку сомножителей в смешан- 
ных произведениях, получим: 

$ф2 {[г,- егаб-і,] + [ѵ, ёгайцД} = 0. 

Но на основании (22.8) 

дгасі^А = рі, 

а с помощью уравнений Лагранжа 

е га(і ?л = 4гр‘- 

Так что 

6ф2 {[прі] + [ѵіРі]} = 6ф2 [г,р,] = 0. 
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Откуда и следует: 


X [ Гфі ] = СОП5І. 

Величина 

М = X [ гфі } 

является моментом импульса системы. Она сохраняется с течением 
времени для замкнутой системы. Итак, показано, что в рамках урав- 
нений Лагранжа законы сохранения вытекают как следствия из этих 
уравнений и свойств пространства и времени, называемых симметрия- 
ми пространства-времени. 

§ 23. Канонические уравнения Гамильтона 

В предыдущем параграфе рассмотрены уравнения движения 
системы; чтобы их составить для конкретной задачи, необходимо 
знать функцию Лагранжа Ь. Метод получения и анализа уравнений 
движения, основанный на функции Лагранжа, охватывает не только 
механические системы, но и квантово-механические системы и элек- 
тромагнитное поле. Такой метод носит название формализма Ла- 
гранжа. 

Кроме этого метода, существует и другой метод составления 
дифференциальных уравнений движения для механических и других 
систем, основанный на функции Гамильтона (22.2), или обобщенной 
энергии. Этот метод называют гамильтоновым формализмом. 

23.1. Вывод уравнений Гамильтона из уравнений Лагранжа. 
Каждое уравнение Лагранжа есть дифференциальное уравнение 
второго порядка, а число уравнений равно 5 — числу степеней свобо- 
ды механической системы. Считается, что система дифференциаль- 
ных уравнений имеет нормальный вид, если все уравнения, входящие 
в нее, первого порядка. Заданную систему дифференциальных урав- 
нений второго порядка можно привести к нормальному виду мно- 
жеством способов. 

Ирландский математик Гамильтон указал способ приведения 
дифференциальных уравнений Лагранжа к нормальному виду, даю- 
щий симметричные, т. е. одинаковые по форме уравнения относитель- 
но разных переменных, входящих в них. Эти дифференциальные 
уравнения получили название канонических дифференциальных 
уравнений движения. Они называются также уравнениями Гамиль- 
тона. 

Рассмотрим один из способов получения канонических уравнений, 
причем выведем их для системы с голономными идеальными связями 
и обобщенно-потенциальными силами. 

Перейдем от совокупности обобщенных координат Ц\, Ц 2 , .... Цв 
независимых переменных, задающих положение всех точек системы, 
к новой совокупности независимых переменных, в которой к 5 коорди- 
натам ук прибавлено 5 обобщенных импульсов: р к = . Совокуп- 

ддь 
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ность 2х канонических переменных — обобщенных координат <7* и 
обобщенных импульсов р к — в любой момент времени однозначно 
определяет механическое состояние системы материальных точек. 

Если в методе Лагранжа для составления дифференциальных 
уравнений движения должна быть известна функция Лагранжа, то 
теперь исходной служит функция Гамильтона: 

Н = 2р к д к — Цд к , д к , і ), (23.1) 

которая должна быть выражена через канонические переменные. 
Іоследнее всегда возможно, так как <7* является однозначной функ- 
цией р к и <7*. ^ 

Обобщенный импульс в общем случае будет выражаться формулой 

Рі = 2 Ацс/м А і — а,. 

к 

Эта система разрешима относительно ^к, так как определитель 

I < 4 / 6/1 Ф 0 . 

Итак, пусть Н = Н(р к , <7*). 

Запишем теперь функцию Лагранжа системы с помощью формулы 

(23.1) через функцию Гамильтона, которую считаем заданной: 

Г (<?*, Як, I) = 2 р к с 7* — Н ( р к , <7 *, (). (23.2) 

к 

Используя (23.2) для составления уравнений Лагранжа (21.2), 
получим одно уравнение Гамильтона, а дифференцируя равенство 

(23.2) по р к частным образом, — другое уравнение Гамильтона: 


Чк = (к = 1, 2, 3 5). (23.3) 

Эти уравнения описывают движение системы под действием потенциальных и обобщен- 
но-потенциальных сил. Если есть диссипативные силы, то первое уравнение видоизме- 
няется; в соответствии с формулой (21.7) справа прибавляется обобщенная сила: 

- - ж + Як - (23 - 4) 

Из системы уравнений (23.3) видно, что уравнения Гамильтона 
имеют симметричный вид относительно канонических переменных 
р к и я к , благодаря чему они находят широкое применение в теории, 
в частности в статистической физике. Вспомним, что в лагранжевом 
формализме состояние системы из п материальных точек описывают 
положением одной изображающей точки в пространстве конфи- 
гураций, образованном обобщенными координатами ц к (§ 19). Ана- 
логично в гамильтоновом формализме состояние системы описывают 
положением изображающей точки в фазовом пространстве, обра- 
зованном обобщенными координатами <7* и обобщенными импульсами 
р к . Конфигурационное пространство имеет 5, а фазовое 25 измерений. 
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Пример 23.1. Составление уравнений Гамильтона. 

Найдем общий вид уравнений Гамильтона для свободной материальной точки 
массой т, движущейся в потенциальном поле. Гамильтониан в декартовых коорди- 
натах имеет вид: 

Н = Т 2 + Ц 0 = -і- т (х 2 + у 2 + г 2 ) + і/ 0 (*, У, г, (). 

Обобщенные импульсы выражаются формулами 

дТ дТ дТ 

Рх = — — = тх, Ру = -г- = ту, р г = -г- = тг, 
ох ду дг 


следовательно, гамильтониан запишется через обобщенные импульсы так: 


Н 


= -ы-( рі + р * + "О 


+ II о(х, у, г, і). 


Уравнения Гамильтона нетрудно получить с помощью формул (23.3): 

- дЦ- 

ду ’ А 

Ру • Рх 

т ' т 


Рх = — 


Рх 

т 


дЦ 

дх 

. У - 


Ру 


дЦ 

дг 


Пример 23.2. Функция Гамильтона для заряженной материальной точки 
в электромагнитном поле в обобщенных импульсах. 

Обобщенный импульс для заряженной точки рассчитан в примере 22.3 и выра- 
жается формулой 

Роб = тѵ + дА, 


а обобщенная энергия (см. пример 22.1) — формулой 

И тѵ 2 _і_ 

н = ~2~ + ЯѴ- 

Гамильтониан следует выразить через обобщенный импульс: 


Н = (Роб — рА ) 2 + РФ- 
Функция Гамильтона составлена. 

Пример 23.3. Составление уравнений движения заряженной точки в электро- 
магнитном поле. 

Уравнения Гамильтона (23.3) составим для найденной в предыдущем примере 
функции Н: 


ті * + - ^17 ~ Ч ^' 

ті г + дА х = ±-( Роб -дА)*±-д^, 


г = — (Роб - Я А). 


23.2. Интегралы уравнений Гамильтона. Из уравнений Гамиль- 
тона можно получить интегралы, аналогичные вытекающим из урав- 
нений Лагранжа (§22), т. е. интеграл обобщенной, или полной ме- 
ханической энергии , и циклические интегралы обобщенных импуль- 
сов. Так как частные производные по времени от функции Лагранжа 
и Гамильтона совпадают, как это видно из формулы (23.2), то 
условием сохранения обобщенной энергии является независимость 
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Н от времени явно. Формула Н = сопзі выражает первый ин- 
теграл движения или интеграл энергии. 

Из формулы (23.2) видно, что совпадают и частные произ- 
водные по координатам от обеих функций: 

д/. _ дН 
<Э<?* д<7* ' 

А это значит, что уравнения Лагранжа и Гамильтона имеют общие 
циклические интегралы. 

При наличии циклических координат имеют место отдельные 
равенства 


и соответственно циклические интегралы р к = 0, р к = сопзі, яв- 
ляющиеся интегралами обобщенных импульсов. 

Может случиться, что все координаты циклические. Тогда все 
обобщенные импульсы постоянны; постоянен во времени и гамиль- 
тониан. Отсюда 

Як = сопзі, 

а кинематические уравнения движения имеют вид: = С 1 ( + С 2 . 

Задача о движении решается при интегрировании половины уравне- 
ний от всех уравнений движения. 


Пример 23.4. Движение материальной точки под действием силы тяжести. 

Составим гамильтониан: 

Н = 2т "Г РІ "Г РІ) + яі^г. 

Видим, что координаты хи у являются циклическими. Следовательно, 

• • • д Н 

х = сопзі, у = сопзі, р г = - — = — те. 

дг 

Общее решение задачи получается сразу: 

х = Сі/ + С 2 , у = С 3 1 + С 4 , 2 = - -|^ + Сьі + Сб. 

Эта задача решена с помощью ньютоновых дифференциальных уравнений в § 6. 
Сейчас можно видеть, что в гамильтоновом формализме не потребовалось ни понятия 
силы, ни проецирования векторных уравнений на оси. 


23.3*. Скобки Пуассона. Пусть движение системы описывается 
уравнениями Гамильтона: 


Рк= — 


дН 

дд к 


Я к 


дН 

дрк 


а / (Р*> Як , і) есть одна из функций механического состояния системы, 
например энергия, импульс и т. д. 

Возьмем полную производную по времени от этой функции: 




ді ■ 

Ж Рк + 


Л. 

дд к 



ді ' 
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ді 


Преобразуем пользуясь уравнениями Гамильтона: 


&І ѵ / д\ дН д{ дН \ . д( 
ді *=Л д</* др к дрк дрк > ' ді ' 

Сумма в предыдущей формуле обозначается через [{, Н)\ 




д\ дН 
дрк дрк 


ді дН \ 
дрк дчк ' 


(23.5) 


Она является дифференциальным оператором, который называется 
скобками Пуассона. В новых обозначениях для полной производной 
функции I имеем формулу 


ді гс и -г 1 ді 

= Н \ + ~дТ 


(23.6) 


Если = 0, функция / (рк, у к, і) является интегралом движения. 
В таком случае 

и. н )=-ж- ( 23 - 7 ) 

Если же интеграл не зависит от времени явно, то скобка Пуассона 
равна нулю: 

[!, Н] = 0. (23.8) 

Скобки Пуассона можно составить и для двух функций со- 
стояния /і и / 2 , т. е. 


[/и Ы = 


2 


* = 


ді, дЬ _ дЬ_ ді 2 \ 
ддк дрк дрк дд к ' 


(23.9) 


Из последней формулы видно, что скобки Пуассона антикоммута- 
тивны: [Іи / 2 ] = — [Ь,М- 


И только для одинаковых функций коммутативны: [/і, / 2 ] = 0; 
говорят, что скобки Пуассона обладают свойством антисимметрии. 

Скобки Пуассона, взятые для самих канонических переменных 
(т. е. )і = у к, І 2 — рк), называются фундаментальными скобками 
Пуассона. Они таковы: 

[У к, Уі) = 0 , [рк, 

[У к, Рі ] — бкі. &кі 

С помощью скобок Пуассона описываются инвариантные свой- 
ства системы, т. е. не зависящие от выбора канонических пере- 
менных. 

Фундаментальные скобки Пуассона имеют квантово-механичес- 
кий аналог — перестановочные соотношения Гейзенберга, играющие 
важную роль в квантовой механике. В аппарате этой науки форма- 
лизм Гамильтона играет существенную роль. 


Рі\ = о, 

/0 ,кФі, (23.10) 

~ Ч , к — і. 
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§ 24. Принцип экстремального действия 

24.1. Действие. Принцип Гамильтона. Уравнения Лагранжа были 
получены ранее из уравнений Ньютона для системы связанных 
материальных точек с помощью принципа виртуальных перемещений 
и принципа Даламбера — Лагранжа. Однако уравнения Лагранжа 
можно получить из общего теоретического принципа, носящего 
название вариационного принципа экстремального (иногда ста- 
ционарного) действия. (Он же называется принципом Остроград- 
ского — Гамильтона.) Принцип экстремального действия распро- 
страняется не только на механические, но и на квантово-механи- 
ческие системы, поля, поэтому он имеет важнейшее теоретическое 
значение. 

Принцип экстремального действия может быть применен к слож- 
ным механическим системам со связями. Однако уравнения для 
таких систем уже получены из общего уравнения механики. Особенно 
важно, что принцип экстремального действия применим для свобод- 
ных систем в фундаментальных силовых полях, а также для самих 
полей как систем с бесконечным числом степеней свободы. По этой 
причине принцип позволяет получать фундаментальные уравнения 
физики как в механике, так и за ее пределами. 

Мы применим принцип экстремального действия для нахождения 
уравнений движения свободной точки в потенциальном и обобщенно- 
потенциальном поле. 

Если поведение системы описывается обобщенными координа- 
тами < 7 * (и некоторыми параметрами, такими, как масса, заряд) 
и известна функция Лагранжа і = Ь(у к , с / к , I), то можно составить 
интеграл действия: ( 

5 = $^-(< 7 *, < 7 *, І)йІ. (24.1) 

Эта величина имеет размерность «энергия -время». 

Заметим, что в предыдущих параграфах описывалось нахожде- 
ние функции Лагранжа в процессе перехода от декартовых коор- 
динат к обобщенным с помощью уравнений связи, понятий обобщен- 
ной силы, кинетической энергии и потенциальной. Сейчас пред- 
полагаем, что функция Лагранжа задана. 

Для определения состояния системы с 5 степенями свободы 
выбрано 5 обобщенных координат. Введя конфигурационное прост- 
ранство 5 измерений, можно рассматривать обобщенные координаты 
д к как координаты точки 5 -мерного пространства. При движении 
система заменяется одной изображающей точкой, движущейся в кон- 
фигурационном пространстве. Эта точка в пространстве конфигура- 
ций описывает кривую, которую условно можно назвать траекторией 
движения системы. 

Пусть имеем два состояния системы: в момент времени 1\ 
состояние системы определяется точкой А пространства конфи- 
гураций, а в момент — точкой В (рис. 24.1). Принцип стационар- 
ного действия состоит в утверждении: из всех движений, переводя- 
щих систему из состояния А в момент времени 1\ в состояние В 


207 


в момент времени 1 2 , в действительности осуществляется то, для 
которого обращается в нуль вариация интеграла действия: 

Іг 

65 — 6 $ Іді = 0. (24.2) 

І\ 

Обращение в нуль вариации действия есть необходимое условие 
его экстремума. Этим обстоятельством и объясняется название 
принципа. 

24.2. Вывод уравнений Лагранжа из принципа экстремального 
действия. В математике интеграл (24.1) принадлежит к так называе- 
мым функционалам, если рассматривается зависимость его величины 
от вида подынтегральной функции. Задача об экстремуме функцио- 
нала — отыскание функции, при которой наступает экстремум, — 
решается методами вариационного исчисления. В результате реше- 
ния находятся дифференциальные уравнения, выполняющиеся для 
подынтегральной функции а поскольку в нашей постановке 
вопроса лагранжиан есть известная функция переменных ц, ц и /, 
то получаются дифференциальные уравнения для обобщенных коор- 
динат, т. е. уравнения движения. 

Рассмотрим сначала одномерную задачу и найдем условия 
экстремума действия: ; 

65 = б( /.(</, < 7 , І)йі = 0. 

Проварьируем интеграл: 

с 1 '» 

^ = 3 ^ (<7 + 6<7, ц 6<7, і)ді — \ к?, і) йі = 

/' і, 

Іг 

= $ + 6?, ц + 6</, I) — /.(<?, <7, і))аі. 

І I 

Осталось найти вариацию подынтегральной функции Ь. Этот 
вопрос рассматривался, в § 19, откуда с помощью формулы (19.2) 

имеем: 65 = 6 <? + -^4- 6 ? ) сП = 0. 

і, и Ч дд ' 


Изменяя последовательность дифференцирования и варьирова- 
ния (что можно делать, так как время не варьируется), получаем: 

6<7 = -^- 6 < 7 . Подставим это значение в предыдущую формулу: 


65 = 


ді 

дч 


Ьцді + 


ді- й с ,, 


здесь второй интеграл берется по частям: 


дЦ 


\^4г&Я<Н- = — \ - 

1 , дд <Н д ~ (, I' Лі дс) 


Ьцсіі. 


Первое слагаемое результата обращается в нуль, так как по опре- 
делению отыскивается такая функция ц = у [{), которая проходит 
через точки (/) и (2) на рисунке 24.2, т. е. 6? (/,) = 6? (1 2 ) = 0. 
Итак, и , ч 

= ( 24 - 3 > 




Равенство должно выполняться при произвольных (отличных 
от нуля) значениях 6 < 7 , и поэтому имеет место необходимое и доста- 
точное условие экстремума действия в виде уравнения, выполняю- 
щегося для подынтегральной функции і в интеграле действия: 


й ді* дк _ 


(24.4) 


Но это и есть уравнение Лагранжа для потенциальных и обобщен- 
но-потенциальных сил. 

Если функция Лагранжа зависит от 5 обобщенных коорди- 
нат ^ к и скоростей </*, то при варьировании функции Ь получим 
5 соответствующих слагаемых по формуле (24.3), отличающихся 
индексом к. В силу независимости вариаций бд*. получится система 
уравнений Лагранжа: 


4т— = 0, /г = 1,2, 3, ..., 5. (24.5) 

йі дд> 

Особенность принципа экстремального действия состоит в простой 
связи его с преобразованиями от одной системы отсчета к другой. 
Об инвариантности уравнений Лагранжа по отношению к преобра- 
зованиям координат уже говорилось в §21. Сейчас рассмотрим 
вопрос с иной точки зрения. Если действие является инвариантом 
некоторых преобразований, то получаемые из соответствующей 
функции Е уравнения движения (24.5) будут инвариантны по отно- 
шению к этим преобразованиям. По этой причине составление 
лагранжианов широко применяется для получения инвариантных 
уравнений. 


Пример 24.1. Составление инвариантного по отношению к преобразованиям 
Галилея интеграла действия для изолированной материальной точки. 

Так как точка характеризуется в данном случае единственным параметром — 
массой, то этот скаляр должен входить в лагранжиан. Механическое состояние 
точки описывается ее координатами х, у, г и скоростями х, у, г. Но координаты 
в силу однородности пространства не могут входить в лагранжиан изолированной 
точки; скорость же благодаря изотропности пространства может войти через скаляр, 
т. е. в виде (х 2 + у 2 + і 2 ). 

При преобразованиях Галилея (см. §3) скорость преобразуется по формуле 

ѵ' = ѵ — Но, 
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откуда 


= гг + ѵо — 2ѵ ѵо. 


Функции Лагранжа і и і' отличаются слагаемым вида 

— а — 

V Ѵо = —гг г Ѵо, 

аі 

несущественным для уравнений Лагранжа (см. §21). Если же модуль скорости 
включить в лагранжиан в степени выше второй, то лишние слагаемые, возникающие 
при возведении в куб и т. д., к полной производной по времени не сводятся и такие 
лагранжианы неинвариантны. 

Не может зависеть лагранжиан и от времени, так как точка изолирована, 
а время однородно. Итак, 

Ь ~ т {х 2 + у 2 + г 2 ). 


Коэффициент пропорциональности выберем — , т. е. 


1 


т (х 2 + у 2 + г 2 ). 


Интеграл (24.1) с данной функцией Лагранжа будет инвариантом, так как время — 
инвариант преобразований Галилея. 

Пример 24.2. Составление инвариантной функции Лагранжа для свободной 
точки в силовом поле. 

В данном случае точки поля не обладают свойством однородности, как и 
моменты времени при переменном поле, т. е. в лагранжиан может входить функция 
координат и времени. Принцип относительности требует инвариантности лагран- 
жиана, т. е. координаты должны входить в него через расстояния от центра (или рас- 
стояния до других точек): 

и = іі (г) 

или _ _ 

б = 2 С/,| г, -г | = (У (г, і). 
і 

Функция Лагранжа имеет вид: 

Г = -~тѵ 2 - и (г, I). 

Она приводит к известным уравнениям Ньютона, рассмотренным выше. 
Пример 24.3. Функция Лагранжа для обобщенно-потенциальных сил. 

По рассмотренной выше причине скорость в обобщенный потенциал может 
входить только линейно (в квадрате скорость входит в кинетическую энергию). 
Поэтому 

Ь — - тѵ 2 — ІІ (г, I) + А (г, () ѵ, 

где А (г, I ) — векторный потенциал поля. Функция такого вида использовалась 
в примере 21.5. 


24.3. Различные схемы построения классической механики. 

При построении курса механики в основу были положены законы 
Ньютона, являющиеся результатом широкого обобщения опытных 
фактов. Законы Ньютона с логической стороны являются аксиома- 
ми, из которых выводится все содержание механики. Построение 
механики, однако, возможно и при других исходных положениях 
и принципах. Такие принципы могут различаться по своей общности 
и по математической форме, хотя и связаны между собой. 

Они приводят к различным схемам построения механики, каждая 
из которых содержит некоторую новую точку зрения на описание 
механического движения. Это обстоятельство имеет большую эври- 
стическую ценность: особенности механического движения, остав- 
шиеся скрытыми при одних исходных принципах, выступают явно 
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при использовании других. Существенным оказывается и привлече- 
ние различных математических методов для решения сложных задач 
механики. 

По своей математической форме принципы выражаются диффе- 
ренциальными или интегральными соотношениями. Дифференциаль- 
ными называют такие законы, формулы которых связывают значения 
величин, относящихся к одному и тому же моменту времени или 
к одной и той же точке пространства. А формулы интегральных 
законов устанавливают связь между величинами, относящимися 
к конечному промежутку времени или конечной области пространст- 
ва. Например, второй закон Ньютона есть дифференциальный закон, 
а уравнение, выражающее теорему об изменении кинетической энер- 
гии материальной точки, является интегральным законом. 

Принципы механики подразделяются еще на невариационные 
и вариационные. Невариационные законы устанавливают соотноше- 
ние между величинами, имеющими место для действительного дви- 
жения. Вариационные устанавливают признаки, отличающие дейст- 
вительное движение от всех других движений, кинематически воз- 
можных. Примером вариационных дифференциальных принципов 
служит принцип возможных перемещений и общее уравнение меха- 
ники. Известен ряд вариационных интегральных принципов, обла- 
дающих различной общностью. Наиболее общим является принцип, 
установленный Гамильтоном и обобщенный Остроградским, или 
принцип экстремального действия. 

Заканчивая изучение основ аналитической механики, остано- 
вимся на двух схемах построения классической механики, применяв- 
шихся выше. Первая из них основывается на законах Ньютона, 
из которых следует все содержание положений и выводов механики. 
Отличительной чертой в этой схеме является подход к силе как 
причине изменения механического состояния. Такой подход в из- 
вестной мере нагляден. 

Вторая схема имеет в своей основе интегральный вариацион- 
ный принцип Остроградского — Гамильтона. Она в физическом 
плане является более формальной, но зато и более общей, ибо распро- 
страняется за пределы классической механики. Исходными поня- 
тиями здесь являются действие, функция Лагранжа; они весьма 
абстрактны. 

Принцип экстремального действия охватывает и немеханические 
явления, находя применение в электродинамике и теории относи- 
тельности, термодинамике и статистической физике, квантовой меха- 
нике и других разделах теоретической физики. Такое широкое при- 
менение принципа тесно связано с методом обобщенных координат. 
Уравнения Лагранжа не ограничены реальным евклидовым простран- 
ством. Только для свободной точки они представляют уравнения 
движения в координатах трехмерного пространства. В случае сис- 
темы со связями автоматический учет действия сил реакций связей 
осуществляется уже самим выбором обобщенных координат, а число 
их определяет мерность пространства конфигураций. Переход к бес- 
конечномерному пространству конфигураций позволяет применить 
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принцип экстремального действия к системам с бесконечным числом 
степеней свободы — физическим полям. 

Полезно подчеркнуть, что если механика основывается на 
аксиомах Ньютона, то при теоретическом нахождении кинемати- 
ческих уравнений движения должны быть заданы силы. Если же 
речь идет о второй схеме, лагранжевом или гамильтоновом фор- 
мализме, то должны быть заданы функция Лагранжа или Гамиль- 
тона. Конкретные формулы как для сил, так и для названных 
функции в рамках механики не выводятся, а задаются. 


ГЛАВА VII. МАЛЫЕ КОЛЕБАНИЯ МЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

В § 12 мы выяснили, что благодаря закону сохранения полной 
механической энергии движение материальной точки может быть 
ограничено некоторой областью пространства. Это утверждение 
справедливо и для системы материальных точек. Метод обобщенных 
координат, изложенный в предыдущей главе, позволяет сократить 
число независимых параметров, определяющих движение несвобод- 
ной системы материальных точек. Число независимых параметров — 
обобщенных координат — равно числу степеней свободы системы- 
движение системы рассматривается как движение изображающей её 
точки в пространстве конфигураций. Многие системы описываются 
только одной координатой, так как обладают всего одной степенью 
свободы. Для таких систем характерно колебательное движение. 

§ 25. Одномерный гармонический осциллятор 

25.1. Одномерное движение. Одномерным называют движение 
системы с одной степенью свободы. Рассмотрим систему точек 
со стационарными потенциальными силами и стационарными идеаль- 
ными связями. Для нее выполняется закон сохранения полной 
механической энергии: 

Е = Т (< 7 , ц) {] (< 7 ) = сопзі, 

поэтому проводится качественное исследование одномерного движе- 
ния по графикам потенциальной и полной энергий. Пусть потенци- 
альная энергия имеет вид кривой, изображенной на рисунке 25.1. 
Кривая имеет одну впадину — потенциальную яму на отрезке АВ и 
горб потенциальный барьер на отрезке ВС, а правее С нигде 
более не пересекает график полной механической энергии — 
прямую АС. 

Кинетическая энергия всегда положительная величина, поэтому 
должно выполняться условие 

Е - Ц( Ч ) > 0. 

Точки А, В, С называются точками остановки или поворотными 
точками, так как в этих точках потенциальная энергия равна полной 
механической энергии, а кинетическая — нулю. 
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Рассмотрим движения, соот- 
ветствующие двум участкам гра- 
фика: 

Я\ < <7 < и <7 > < 7 з. 

В потенциальной яме < 7 , ^ <7 ^ 

^ < 7 г, движение является ограни- 
ченным с двух сторон, так как 
точка не может выйти за пределы 
интервала от < 7 * до « 72 . Это движе- 
ние называется финитным. 

Движение правее точки С огра- 
ничено только с одной стороны Рис. 25.1. 

наименьшей координатой ( 73 . Коор- 
дината изменяется от до оо . Если область движения не ограничена 
или ограничена лишь с одной стороны, то движение называется инфи- 
нитным. (Понятие финитного и инфинитного движения рассматрива- 
лось ранее для свободной точки в § 12. Теперь понятие расширено 
на систему точек со связями.) 

Одномерное финитное движение является колебательным. Запи- 
шем для него функцию Лагранжа по формуле (21.1). Для рассмат- 
риваемой системы со стационарными связями кинетическая энергия 
имеет вид: 

г=4^ 2 , 


как это показано в примере 20.8. Коэффициент инерции А — вели- 
чина постоянная; ею может быть, например, масса точки, момент 
инерции, приведенная масса системы двух точек. Итак, лагранжиан 
системы имеет вид: 


Т = 4 Ад 2 - Д(< 7 ). 

Соответствующие дифференциальные уравнения рассмотрены в сле- 
дующем параграфе. 

Как уже говорилось, одномерность движения системы нескольких 
материальных точек обеспечивается связями. В качестве примера 
можно привести системы связанных тел, рассмотренных ранее в § 7 , 
математический и физический маятники, вращение твердого тела 
вокруг неподвижной оси. Но одномерным может быть и движение 
свободной материальной точки. Таково, например, прямолинейное 
движение. Иногда и криволинейное движение свободной точки 
удается свести к одномерному, написав одномерный эффективный 
потенциал (§27). 

25.2. Дифференциальное уравнение малых свободных колебаний 
системы с одной степенью свободы. Пусть имеется система с одной 
степенью свободы. Исследуем движение системы около положения 
устойчивого равновесия. 

Обозначим через <7 единственную обобщенную координату систе- 
мы. Положение равновесия системы определяется из урав- 
нения 


<?(?) = 0, 
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где (3 — обобщенная сила. Рассмотрим только потенциальные силы. 
Іогда условие равновесия сводится к требованию 

™ 0 . 
д <7 

Как говорилось ранее, в положении равновесия потенциальная 
энергия системы имеет экстремальное значение. Положению устой- 
чивого равновесия соответствует ее минимальное значение при ко- 
тором малое отклонение вызывает появление силы, возвращающей 
систему в прежнее состояние (восстанавливающая сила). Таким об- 
разом, в положении устойчивого равновесия 


Пусть (/о соответствующая координата. Обозначим через х 
отклонение системы от положения равновесия. Тогда 

Ѵ(я) = 1/(9о + х). 

По условию х должно быть малой величиной. Разложив потен- 
циальную энергию в ряд по степеням малой величины х, получаем: 


Примем потенциальную энергию в положении равновесия равной 
нулю: Ц {до) = 0. (Это нормировка потенциальной энергии.) Коэф- 
фициент ( ^ )о при первой степени смещения обращается в нуль 


вследствие необходимого условия равновесия, а коэффициент при 
квадрате смещения должен быть больше нуля (условие мини- 
мума II), т. е. 



0 . 


Пренебрегая членами с высшими степенями малой величины х, 
получаем следующее приближенное выражение для потенциальной 
энергии системы в окрестности точки устойчивого равновесия: 



Обобщенная же сила имеет вид 1 : 


п - ди зи . 

™ <?<7 дх ^ х ' 

Итак, если отклонения системы от положения равновесия до- 


дд 


нет. 


Для функции одной переменной ^ различия между обозначениями — и 

дц 
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статочно малы, восстанавливающая сила имеет характер квазиуп- 
ругой силы. 

Кинетическая энергия системы для данного простейшего случая 
определяется формулой Т = А(у)у 2 . 

Коэффициент инерции А (*/) должен быть либо постоянным, либо 
медленно изменяющейся функцией координаты < 7 . Учитывая малые 
изменения координаты <7 при движении системы около положения 
равновесия, коэффициент инерции можно считать постоянным и 
ввести обозначение А (< 7 ) = А (< 70 ) = пг. Лагранжиан системы полу- 
чает следующее окончательное выражение: Ь=^~тх 2 \^-кх 2 . 

С помощью формул (21.2) получаем дифференциальное урав- 
нение движения системы: 

тх кх = 0 (25.1) 

Это простейшее линейное однородное дифференциальное урав- 
нение второго порядка с постоянными коэффициентами. Для решения 
его разделим обе части равенства на коэффициент при высшей про- 
изводной и одновременно введем обозначение: 



Уравнение примет вид: х -\- шіх = 0. Корни его характеристического 
уравнения 

5 2 + (Оо = О 

будут мнимыми сопряженными, т. е. 

5і = ІЫ о, 52 — — І(Оо. 

Общий интеграл $ам известен из теории линейных дифференциаль- 
ных уравнений: 

х — С ісоз юо і + Сгзіпсоо/. (25.2) 

Если ввести новые произвольные постоянные, связанные со 
старыми соотношениями 

С і = Азіпа, Сг = Лсоза, 

то общему интегралу можно придать следующий вид: х = 
= А зіп (о о 0 ( + “)• 

Система, как это видно из полученного решения, совершает 
простые гармонические колебания с циклической частотой шо- 

Системы, совершающие колебания, принято называть осцилля- 
торами. В данном случае мы имеем гармонический осциллятор. 

Амплитуда А и начальная фаза а, являясь произвольными по- 
стоянными интегрирования, определяются начальными условиями 
движения. 

Пример 25.1. Составление уравнения движения для крутильных колебаний 
часового балансира. 

Обобщенной координатой для колесика-балансира служит угол ф поворота 
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р 


балансира от положения равновесия. Коэф- 
фициент инерции т — 1 является момен- 
том инерции балансира относительно оси 
вращения. Восстанавливающая (обобщен- 
ная) сила представляет момент, развиваю- 
щийся при закручивании спиральной пру- 
жины (волоска). Величина момента силы 




р пропорциональна углу ф, т. е. <5 = — Аф. 
Дифференциальное уравнение колебаний 
балансира имеет вид: / <р + кц = 0. Из 
уравнения для циклической частоты его 
колебаний получается значение 


Рис. 25.2. 



откуда постоянство хода механических часов определяется постоянством цикличе- 
ской частоты колебаний балансира ш 0 . 

25.3. Фазовые траектории гармонического осциллятора. Движе- 
ние системы п точек в реальном трехмерном пространстве можно рас- 
сматривать как движение одной изображающей точки в простран- 
стве, образованном обобщенными координатами рь. (Пространство 
конфигураций описано в § 19.) 

Когда число координат фиктивного пространства невелико (оно 
уменьшается связями), возможны наглядные геометрические интер- 
претации движения системы по ее изображающей точке. Например, 
для гармонического осциллятора изображающая точка в простран- 
стве конфигураций совершает гармонические колебания на оси <7 
(или х) около положения равновесия. 

Колебания гармонического осциллятора могут быть рассмотрены 
и в фазовом пространстве 4 , р, описанном в § 23. Для этого исполь- 
зуем выражение для полной механической энергии системы: 


Е _ , кд* _ р г к^_ 


.2 + 2 

Разделим обе части данного равенства на Е: 


-Е— + Л,- 

2 тЕ ' Е ~ 

2 Т 

Но это уравнение эллипса с полуосями 



Таким образом точка, изображающая систему, в фазовом простран- 
стве в процессе движения находится на эллипсе, который и служит 
для системы фазовой траекторией (рис. 25.2). Так как площадь 
эллипса равна лаЬ, то с учетом значений а и Ь имеем: 



т. е. фазовый эллипс определяется энергией системы и частотой коле- 
баний. (Последнее соотношение сыграло важную роль в квантовой 
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физике при формулировке правила квантования электронных орбит 
в атоме.) 


Пример 25.2. Составление и решение уравнений негармонических затухающих 
колебаний. 

Выше рассмотрены колебания системы без диссипативных сил. Однако на прак- 
тике свободные колебания системы всегда затухающие. Затухание колебаний обуслов- 
лено наличием сил сопротивления среды движению тела. Подобные силы являются 
функциями скорости движения. При малых скоростях, с которыми имеем дело при 
малых колебаниях, силы сопротивления с достаточным приближением можно считать 
пропорциональными скорости. Для исследования влияния таких сил на процесс 
свободных колебаний нужно к квазиупругой обобщенной силе добавить слагаемое — 

Рх, где р — коэффициент вязкого трения. Тогда дифференциальное уравнение движе- 
ния приобретает следующий вид: 

пгх + рх + кх = 0. 


Обозначим для сокращения записи 


и получим: 


= V. 


х + ух 


к 

т 


0 . 


(25.3) 


Это линейное дифференциальное уравнение второго порядка, однородное, с постоян- 
ными коэффициентами. 

Составляем для уравнения (25.3) характеристическое уравнение 

« 2 + Ѵ« + Шо 

Его корнями являются выражения 


0 . 


« 1,2 


— -т± V 


(25.4) 


В зависимости от численных значений коэффициентов уравнения корни могут 
быть комплексными сопряженными или действительными. Этим двум случаям соот- 
ветствуют разные движения системы. 

■у 

Пусть (і)о > — . Тогда корни характеристического уравнения можно предста- 
вить в виде 


51,2 


ТГ* 1 ' V й 


г*"- 


а частные решения дифференциального 
щими: 



уравнения для этого случая окажутся следую- 



е • (созшД ± і зіпш'/). 


Вещественная часть и множитель при мнимой единице комплексного решения 
по основному свойству линейного уравнения также являются его решениями. Это 
дает возможность сразу написать общий интеграл в вещественной форме: 



• (С і созш 7 + Сг зіп о VI). 


(25.5) 


Преобразовав сумму, стоящую в скобках, как это показано в предыдущем пара- 
графе, получаем другой вид общего интеграла уравнения: 


х = А'е зіп ( ѵ>'1 + 


«')• 


(25.6) 


Хотя это решение и не представляет собой периодическую функцию времени, оно 
описывает колебательное движение, так как отклонение системы от положения равно- 
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весия через равные промежутки времени меняет знак, непрерывно уменьшаясь по 
абсолютной величине. Такое движение называется затухающим колебанием. 
Величина 



является циклической частотой затухающих колебаний. Так как <о' всегда меньше о> 0 , 
сопротивление движению уменьшает частоту колебаний. Отношение абсолютных вели- 
чин отклонений системы от положения равновесия, разделенных полупериодом колеба- 
ний— , определяет быстроту затухания колебаний; обозначим его через Д: 


І«(0І 

х(< + 

Величина 

б = ІпД = 4- Г 
4 



носит название логарифмического декремента затухания. 


Рассмотрим теперь второй случай, когда > о)„. Корни характеристического 


уравнения, данные формулой (25.4), в этом случае будут вещественными отрицатель- 
ными. Обозначив их через — аі и — аг, получим общий интеграл в виде х — С\е~“Р + 
+ Сге “2 . 


Этому решению соответствует движение с монотонным убыванием отклонения 
от положения равновесия: изменений знака отклонения через равные промежутки 
времени здесь не происходит. Такое движение называется апериодическим. 


V 

В случае, когда — — шо, имеем один корень (кратный) характеристического 

уравнения и можем построить только одно частное решение. Второе частное решение 
нужно находить другим способом. Для нас существенно, что и в этом случае движение 
будет также апериодическим. 

Пример 25.3. Составление и решение уравнения вынужденных колебаний 
с учетом трения. 

Кроме квазиупругои силы и силы сопротивления, нужно учесть и внешнюю силу, 


являющуюся заданной функцией времени: Р =■ Р(1). Дифференциальное уравнение 
движения будет иметь вид: 


тх + р х + кх = Р((). (25.7) 

Движение системы описывается теперь линейным неоднородным дифференциаль- 
ным уравнением второго порядка. Общий интеграл неоднородного уравнения, как 
известно из курса математического анализа, равен сумме общего интеграла одно- 
родного уравнения, получающегося из (25.7) отбрасыванием правой части, и частного 
решения неоднородного уравнения (25.7). 

Первое слагаемое описывает затухающие колебания, рассмотренные уже в 
примере 25.2. Второе слагаемое надо найти, оно определяется заданной внеш- 
ней силой. Движение системы можно рассматривать как результат наложения на 
свободные колебания вынужденных колебаний, вызванных внешней периодической 
силой. 

Так как свободные колебания являются затухающими, то по прошествии доста- 
точно большого промежутка времени от начала движения они исчезают. Установив- 
шееся движение системы тогда описывается полностью частным решением неоднород- 
ного уравнения. Мы и ограничимся анализом только установившихся колебаний 
системы. 

Наибольший интерес представляет периодическая внешняя сила, изменяющаяся 
по закону простого гармонического колебания: р = Р 0 со 5 Ш. Этот случай и будем 
рассматривать. 1 
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(25.8) 


Дифференциальное уравнение движения имеет вид: 

•• , ■ . 2 ^0 , 

X 4- V* + СОо* = С05 СОС. 

т 


Здесь Ро — амплитуда и со — циклическая частота возмущающей силы. Для получения 
интересующего нас частного решения воспользуемся методом комплексной функции. 
Заменим уравнение (25.8) на следующее: 

х + уі + со§х = — е““ . (25.9) 

т 


С учетом формулы Эйлера 

е ШІ = С05 (ОІ + І5ІПСОІ 

и линейности уравнения заключаем, что вещественная часть решения уравнения 
(25.9) есть в то же время и решение интересующего нас уравнения (25.8) . Поэтому 
для получения частного решения уравнения (25.8) решаем уравнение (25.9) и вы- 
деляем в решении вещественную часть. Ищем частное решение в виде 

х = Ве>"‘. (25.10) 

После подстановки предполагаемого решения в (25.9) и сокращения на общий 
множитель е'“' получаем алгебраическое уравнение для определения постоянной В: 

В ( — со 2 + сусо + со§) = ~~~ 1 

Находим В и преобразуем полученное выражение к показательной форме комплекс- 
ного числа: 

в = _Ро 1 = _Ро е- 1 * 

т со§ - со 2 + іут т ^ + уѴ ' 

где 




Ѵ<о 


Вносим значение В в решение (25.10) и выделяем вещественную часть: 

— С05 (со/ — ф) 
т 

х = - - - (25.11) 

У (<Оо — ш 2 ) 2 + у 2 (О 2 

Это выражение описывает вынужденные колебания системы. 

Проведем краткое исследование движения системы. Прежде всего отметим, что 
вынужденные колебания являются незатухающими простыми гармоническими 
колебаниями, происходящими с частотой возмущающей силы (о. По фазе вынужденные 
колебания отстают от возмущающей силы на угол ф, величина и знак которого зависят 
от соотношения между собственной частотой колебания системы о>о и частотой 
возмущающей силы со. Самым существенным является наличие зависимости ампли- 
туды вынужденных колебаний от частоты возмущающей силы: 

Ро 

т 

Л (со) - 

У(ео§ — со 2 ) 2 + у 2 со 2 

Система обладает избирательными (селективными) свойствами «ответа» на внешние 
гармонические воздействия. При одной и той же возмущающей силе вызываемые ею 
колебания системы имеют различную амплитуду. При значении со = со,, которому 
соответствует минимальное значение подкоренного выражения, амплитуда вынужден- 
ных колебаний будет максимальной. Это резонанс. Резонансную частоту со, получаем 
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приравниванием нулю производной под- 
коренного выражения: 




х. 

2 


При малых значениях коэффициента 
вязкости р = ту резонансная частота 
близка к частоте собственных колебаний 
системы. На рисунке 25.3 изображен график 
зависимости амплитуды вынужденных 
колебаний от частоты возмущающей силы 
(резонансная кривая) при различных зна- 
чениях коэффициента вязкости р. Острота 
максимума кривой самым существенным 
образом зависит от затухания свободных 
колебаний системы. Для кривых, изобра- 
женных на рисунке, р, > р 2 . Для резонанс- 
ной частоты сдвиг по фазе вынужденных колебаний мало отличается от ф = 90° и вся 
работа внешней силы затрачивается на преодоление сопротивления движению системы 
(при установившихся колебаниях). Для частот, сильно отличающихся от частоты 
собственных колебаний системы, сдвиг фазы не равен 90° и работа внешней силы 
в отдельные части периода колебаний может быть отрицательной, т. е. система отдает 
энергию телам, вынуждающим колебания. 

Пример 25.4. Составление и решение уравнения вынужденных колебаний 
гармонического осциллятора без учета сопротивления. 

В рассматриваемом случае колебаний без трения дифференциальное уравнение 
имеет вид: 

х + = — ^-соз(ш< + фо). (25.12) 

(При этом мы ввели начальную фазу ф 0 в выражение возмущающей силы.) Общий 
интеграл этого уравнения, как видно из предыдущего, будет равен сумме общего 
интеграла соответствующего однородного уравнения (25.12) и частного решения 
рассматриваемого уравнения (25.12). Последнее получим из (25.11), положив 
V — 0 и учитывая наличие фо. Тогда 

Ро 


X = С |С05фо< + С 2 ЗІПІО 0 / + 


-соз(со/ + фо). 


(25.13) 


(1)0 — (1) 

Решение представляет суперпозицию гармонических колебаний, причем послед- 
нее^ слагаемое в формуле (25.13) имеет амплитуду, зависящую от частоты вынуждаю- 
щей силы. Резонанс осуществляется при со = (о 0 , и решение теряет смысл (х = оо, 
так как не учтено сопротивление движению). При ш, значительно отличающейся 
от (оо, последним членом можно пренебречь и рассматривать только простое гармониче- 
ское колебание. Особый интерес представляет движение системы вблизи резонанса. 
Рассмотрим это движение. 

Сначала найдем произвольные постоянные интегрирования в формуле (25.13) 

при заданных условиях: х| , = о = хо, х|,_ 0 = х 0 . 

Получим: 


С\ — хо + 

Общий интеграл примет вид: 


Р о 
т 



шб — о) 


- 8ІП(і)/ — 


— соз фо, Сг — 


Хо 

(Оо 


Ро 

т 


— 5 5- С ОЗ фо СОЗСОо I + 

0)0 — (о 


(со&ші СОЗфо — 5ІП0)/ ЗІПфо). 
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Чтобы наглядно выяснить характер движения системы при приближении к резонансу, 
положим, что шо — (о = е — величина малая по сравнению с о). Тогда 

о)о — о) 2 = (о)о — о)) (о)о Ч- о>) = е(о)о Ч - о)о — е) л; 2о)ое. 

(Пренебрегли квадратом е.) Полагая для упрощения результата х = х 0 = 0 и <р 0 = О, 
получим: 

/''о Р 

х = ^Г (С05Ш/ - с05 “ о/) = - с05Ыо/ ] = 

Ра ; гі . ( в \ 

т о) 0 е 2 \ 2 / 

Пренебрегая малой величиной е, запишем решение уравнения в окончательной форме: 

X = — — — 8ІП 5ІПО)о/ = Ф(/)зІПО)оТ 

т о)ое 2 


Так как е « 0 ) 0 , то функцию Ф(/) можно считать амплитудой колебаний системы 
с частотой о)о, медленно изменяющейся по синусоидальному закону. Это биения, по- 
лученные при сложении собственных колебаний системы с частотой о) 0 и вынужденных 
колебаний с частотой, отличающейся на малую величину е. 

При резонансе вид функции изменяется: 


Колебания принимают вид: 


і- 1 е I- 

пт — зіп 

е — ► о в 2 


1_ 

2~' 


х = 


Раі 

2то)о 


5ІПО)оЛ 


Амплитуда их линейно растет со временем, и при Г -► оо отклонения могут стать 
сколь угодно большими, а система разрушится. На практике беспредельному росту 
амплитуды препятствуют силы сопротивления, которые нельзя уничтожить. Компен- 
сация же их приводит к колебаниям с ограниченной амплитудой, как это показано 
в предыдущем параграфе. 


§ 26. Колебания систем с несколькими степенями свободы 

26 . 1 . Малые колебания системы с несколькими степенями сво- 
боды. 3 этом параграфе приведем краткие сведения из теории малых 
свободных колебаний систем с несколькими степенями свободы. 
Для упрощения рассуждений рассматриваем систему с двумя степе- 
нями свободы (пример такой системы разобран ниже). Полученные 
для нее результаты можно обобщить на систему с большим числом 
степеней свободы. 

Пусть <7, и с/2 — обобщенные координаты системы; причем сразу 
примем, что <7! = 0 и <72 = 0 соответствуют положению устойчивого 
равновесия. 

Тогда для потенциальной энергии системы І 1 ^\, <72) будем иметь 
следующие условия: 

°) = о- (-І5г)„ - ". = »- 

Первое условие есть следствие нормировки потенциальной энер- 
гии, а второе необходимо для минимума потенциальной энергии 
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в положении равновесия. Разлагаем теперь потенциальную энергию 
в ряд: 


*) - щ о. о, + ( -^) 0 „ + (м-1,,, + + 


+ 2 


д 2 Ѵ 


дд\ддг 0 




+ (■ 


<??2 
<э 2 і/ \ 2і 


+ 


Ограничимся в разложении квадратичными членами и введем обозна- 
чения: 



Приходим к приближенному выражению для потенциальной энергии 
системы: 


V — "2 - (^І,1 7 > + 2^1. 2 < 71^2 + ^2,2<?2) = -^-2 й/, * 7*. 

і,к 

Она оказалась положительной однородной квадратичной формой 
обобщенных координат. Связи, ограничивающие свободу движения, 
рассматриваются в задаче только стационарные идеальные. Для 
кинетической энергии системы имеем поэтому также однородную 
квадратичную форму обобщенных скоростей (см. пример 20.8): 

Т = “ 2 “ ( т і. і ^7? + 2 т і , 2 <7 1<?2 + /« 2 , 272 ) = у 2 т,,^,^. 

- і,к 


Коэффициенты инерции т * в рассматриваемом приближении будут 
постоянными числами. Лагранжиан системы для движений вблизи 
положения устойчивого равновесия имеет следующий вид: 

1 2 

^ Т ’■ V -^-2(Щ/,б ЦіЦк 

і,к 

■ч. 

Находим значения производных от функции Лагранжа, нужные для 
составления уравнений движения системы: 

~ ~д^ = + *1.2<72, ~ -^7= ^2,2<72 + Аі.2^1, 

<5І • . ді. ■ , 

— Г = ГП \, іС /\ + пг 1,272, г- = /«2,272 + /«1 27і- 


Подставляя найденные значения производных в уравнение 
Лагранжа^ (21.2) и проведя простые выкладки, приходим к системе 
двух линейных дифференциальных уравнений второго порядка с по- 
стоянными коэффициентами, описывающей малые свободные колеба- 
ния механической системы с двумя степенями свободы: 

| Щ \, 17*1 + т 1,272 + йі,і7і + к \, 272 = 0, 

I Я?1,27і + /«2,272 + Йі,27і + ^ 2,272 = 0. 
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Ищем решение системы в виде следующих комплексных функций: 

= Л.е' 4 -', = (26.2) 

где А\, Л 2 и со — постоянные, которые подлежат определению. После 
подстановки предполагаемого решения в дифференциальные урав- 
нения (26.1) приходим к алгебраической системе двух линейных 
однородных уравнений: 

( — (о 2 ті, і — |— Л і , .1 ) >4 1 -(- ( — со 2 /Пі,2-)-/гі,2)^2 = 0, (26 3) 

' — 0) 2 Ші,2 -|- к\'2)А\ ( — (й 2 Ш2,2 “I - кі, 2) А% = 0. 

Система допускает отличные от нулевых (нетривиальные) решения, 
если определитель системы равен нулю: 


— и 2 т 1,1 -|- к і,і 

— (л) 2 Ші, 2 “Н & 1, 2 


— со 2 т і , 2 + к і ,2 

— С0 2 /7І2,2 “Ь &2,2 


0. 


(26.4) 


В форме определителя (26.4) записано уравнение, называемое 
характеристическим или вековым: оно определяет значение постоян- 
ной аз. В нашем случае характеристическое уравнение биквадратное 
и для со 2 получаются два значения ш 2 и со 2 , что приводит к двум веще- 
ственным положительным соі и сог. По физическому смыслу величины 
со і и сог являются собственными частотами колебаний системы; число 
их всегда равно числу степеней свободы. 

Подставляя в уравнение (26.3) допустимые значения собствен- 
ных частот со = со і , сог, можно вычислить соответствующие значения 
всех коэффициентов: 

А\ = А\'\ Л ( , 2 \ 

л 2 = лУ аУ. 

После этого можно написать частные решения (26.2) системы в виде 
с/, = А\ 1) е ш + А\ 2) е ш , с/ 2 = Афе ш + Л ( 2 Ѵ М ’ ( . (26.5) 


Каждое слагаемое в частных решениях в силу линейности диффе- 
ренциальных уравнений также есть решение системы. Умножая эти 
решения-слагаемые на произвольные постоянные и суммируя, по- 
лучаем общее решение системы (26.1) в комплексной форме 

Г <7, = сѴ ) лѴѴ ш,< + сМУ"*', 

| (/2 = сМУ” 1 ' + с ( 2 2) л ( 2 2 У шг '. <26 ' 6) 

Координаты (? — величины вещественные, поэтому получаем ве- 
щественные решения аналогично формуле (25.2): 

\ С)\ = Сі.іБі соз (о)і/ -)- Рі) -(- С 1,262 соз (мг/ Рг), 

( У 2 — С 2 . 1 В 1 соз (ші / Рі) Сг.гВг соз (ц> 2 і -|- Рг), (26.7) 

где Сік — новые произвольные постоянные интегрирования, а кон- 
станты Вир заменили найденные ранее Л*. 

Наиболее существенным отличием малых колебаний системы с не- 
сколькими степенями свободы от системы с одной степенью свободы 
является наложение друг на друга простых гармонических колеба- 
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ний с различными собственными частотами для каждой степени г 
свободы. Так как число собственных частот колебаний системы равно ц 
числу степеней ее свободы, то при воздействии на систему внешней 
периодической силы резонанс имеет место при приближении частоты и 
возмущающей силы к любой из собственных частот. и 

Изложенные выше элементы теории линейных колебаний описы- 3 - 
вают процессы колебаний не только механических систем. Колеба- 
ния, имеющие место в электрических цепях, как это показано в курсе м; 
электродинамики, описываются дифференциальными уравнениями, 
аналогичными рассмотренным выше. 2° 


Важной особенностью дифференциальных уравнений, описывающих малые ко- 
лебания, является их линейность. По этой причине малые колебания получили на- 
звание линейных. Линейные колебания системы сравнительно просты, подчиняются 
принципу суперпозиции, но они не до конца исчерпывают реальные колебания, так 
как линейность дифференциальных уравнений является результатом пренебрежения 
членами высших порядков малости в разложении потенциальной энергии по сте- ГД| 
пеням отклонений системы от положения равновесия. Учет высших членов приводит 
к нелинейным дифференциальным уравнениям. За последние десятилетия интерес Т Р* 
к нелинейным колебаниям значительно усилился в связи с научно-техническим 
прогрессом. 

В развитии теории нелинейных колебаний основной вклад сделан советскими 
физиками и математиками, в частности Л. И. Мандельштамом, А. А. Андроновым, 

Н. Н. Боголюбовым и другими. 


26 . 2 *. Понятие о нормальных координатах. Рассматривая ко 
лебания системы с двумя степенями свободы, мы нашли, что каждая 
обобщенная координата испытывает два гармонических колебания 
с разными частотами, т. е. совершает негармоническое колебание. 
Докажем, что величины 

/<Эі = В\ сов (оМ ■+ Рі), 

= йг сов (о)2^ -(- Рг) 


. В і 


( 26 . 8 ) 


могут быть приняты за новые обобщенные координаты системы. Для Это 
этого необходимо установить формулы их связи со старыми коорди- т °чк 
натами д. Подставляя выражения (26.8) в найденные выше кине- 
матические уравнения колебаний (26.7), получаем искомые формулы 
перехода от одних координат к другим: 

|^і = СУіфі + С г.гС?2, /око яыш 

\р2 = Сг,і< 5 і -(- 02.26)2, ' ' иезаі 

нужно только систему уравнений (26.9) решить относительно (?. 

В новых координатах () уравнения колебаний для каждой степени Тепе] 
свободы являются независимыми и гармоническими, как это пока- 
зывают выражения (26.8). Такие координаты называются нормаль - т де 
ными или главными. В нормальных координатах система сводится 
к набору гармонических осцилляторов, каждый из которых опреде- 
ляется уравнением .. р 

()і + = 0. (26. 10) матер 

жины 

Соответственно кинетическая и потенциальная энергии, лагранжиан Г 
в этих координатах принимают простейший вид: чичесі 

Т = + т 2<ЭІ), V = + /г 2 <Эі), і = Т-{], (26.1 Г ,ая 31 

8 Кур. 
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.о- 

а- 
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ак 

ия 

те- 

іит 

рес 

сим 

ІМИ 

ым, 


ко- 

іая 

ния 

ше. 

6 . 8 ) 


где т — коэффициент инерции (см. пример 20.7), а к — коэффи- 
циент квазиупругих сил, причем к = с о 2 т. 

Переход к нормальным координатам можно рассматривать и осу- 
ществлять как преобразование координат, дающее кинетическую 
и потенциальную энергии в виде формул (26.11). Этот путь и реали- 
зуется на практике. 

Пример 26.1. Колебания системы с двумя степенями свободы и выбор нор- 
мальных координат. 

Рассмотрим движение тяжелой точки, подвешенной на пружине (рис. 26.1). Для 
составления уравнений запишем кинетическую и потенциальную энергии точки в вы- 
бранных для задачи полярных координатах: 

Т = -%-( г г + гУ), 


(/ = 


-тег созф + у (г — /) 2 , 


где / — длина пружины. 

Далее следует найти разложение V около положения равновесия, для чего по- 
требуются первые и вторые производные функции 11. Вычислим их: 

а аи 

I), = тег 51 п ф, 


ви 

= —те соз ф + к(г 


д*и 

д г 2 


- к. 


д 2 Ц 
дгд ф 


= те 5ш ф, 


д 2 ц 

<у 


= тег соз ф. 


п ди ди п 

Ь положении равновесия — — — = 0, поэтому получаем два уравнения: 

( — те сое ф + к (г — Г) = О, 

{ те г 8Іп ф = О, 

откуда находим значения координат точки в положении равновесия: 

Фо = 0, го = / + . 

К 


гг „ я Это устойчивое равновесие. Запишем кинетическую энергию системы как функцию 
новых координат: Д г = г — го и ф, а также разложим потенциальную энергию около 
>ДИ- точки равновесия. Получим формулы 


Т = -у[(Дг) 2 + г8(р 2 ] ; I/ = у [л(Дг) 2 + т§г 0 ф 2 ] . 


«не- 
уды 

Из них видно, что координата Д г = г — г о и координата ф являются нормаль- 
а ными для данной системы, а уравнения Лагранжа для ее движения оказываются 
' Независимыми: 

тДг + кАг = 0, гоф + &ф = 0. 

пениТеперь находятся решения — это гармонические колебания величин Дг и ф: 
тока- Дг = а, соз(о)і/ + рі), ф = а 2 соз(ш 2 / + р 2 ), 

<аль- где 

ШТСЯ со? = — , а>1 == . 

реде ~ т го 

Из решения в нормальных координатах ясен его физический смысл: колебания 
6 . Ю)материальной точки складываются из гармонических колебаний ее вдоль оси пру- 
жины и пружины как математического маятника. 

ЖИаі Пример 26.2. Нахождение частот нормальных колебаний трехмерного гармо- 
нического осциллятора. 

Материальная точка находится в постоянном поле, в котором ее потенциаль- 
26 1 1 Іая эне Р гия У * 2 ) имеет точку минимума. В качестве обобщенных координат вы- 
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Рис. 26.1. 


Рис. 26.2. 


бираем декартовы, имеющие начало в точке, где II минимальна. Кинетическая энергия 
определяется однородной квадратичной функцией скоростей: 



а потенциальная — формулой: 

, 1 3 

и = ~п 2 кмхк (*і = х, х 2 = у , х 3 = г). 

А і. А= 1 

Повернем оси координат так, что потенциальная энергия также будет однород- 
ной квадратичной функцией координат: 


У = + к 2 у 2 + к 3 г 2 ). 


Такой поворот соответствует совмещению осей координат с тремя ортогональными 
экстремальными составляющими квазиупругой силы, показанными на рисунке 26.2 для 
двухмерного случая 1 . Вдоль этих новых положений осей колебания, как это установ- 
лено при изучении нормальных координат, гармонические, поэтому частоты их на- 
ходятся по формулам 



Пример 26.3. Колебания плоского двойного маятника в нормальных коорди- 
натах. 

Плоский двойной маятник рассмотрен в примере 21.1 (см. рис. 21.1). Получены 
выражения для кинетической и потенциальной энергий: 


Т = —(тп\ 4- т 2 )а 2 ср 2 -+- — т 2 Ь 2 Ь 2 + аЬт 2 фб соз (<р — б), 


V = — да (гп\ + т 2 ) соз ф — т 2 §Ь соз б, 

ді/ , ди и ■ л 

-г — = —ё(ті + т 2 )а зт ф; - = — т 2 ёо зт б. 

Оф об 

Из этих выражений определяется положение равновесия ф = б = 0. Равновесие 

1 При смещении точки по такой оси квазиупругая сила направлена вдоль 


оси. 
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устойчивое, так как 

дЮ 


д 2 і/ 

8( т > + т 2 ) а соз <р, -—5- = т 2 цЬ соз # 


д 2 и 


■■ 0. 


V — т. - - д<9&ь 

Кинетическая энергия около положения равновесия выражается формулой 


потенциальная: 


у ( т і + т 2 ) а 2 ф 2 + — т 2 Ь 2 6 2 + т 2 айфф, 


ѵ = у( т і + т 2)ЯОф 2 — у т 2 §йД 2 . 


Система лагранжевых уравнений движения в соответствии с формулами (21.2) такова: 

('Яі + ^ 2 ) а<р + т 2 Ь$ + ( т.\ + т 2 ) ею = 0, 
аф + М + = 0. 

Для перехода к нормальным координатам выполняем подстановку (26.2) и получаем 
систему алгебраических уравнений: ' У 

I А\(гп\ + т 2 ) (д — шо 2 ) — А 2 ш г т 2 Ь = 0, 

I — А\аи> 2 + Л 2 (§ — йш 2 ) = 0. 

Корни характеристического уравнения 

С т 1 + т 2 ) (в — аса 2 ) 


— шо 


= 0 


“ 1.2 


— ю 2 т 2 й. 

(8 — Й( О 2 ) 

ѵп^ Т ио ИСК ° МЫе .о Ч ЛУ ОТЫ накладывающихся друг на друга колебаний, описываемых 
уравнениями (26.5) для каждой координаты. Вычислим их: 

2 т,ай Н т ‘ + т2 М а + Ь) ± у (т, + т 2 ) [(ті + т 2 ) (а + й) — 4т, ай]}. 

Как видим, результат довольно сложный. Рассмотрим его в частном случае (при 
т і > т 2 ). В таком случае приближенно имеем: 

Ѵ = ~ Т т '8 а Ч> 2 — у т 2 #йд 2 , 

Т = у т,о 2 ф 2 + у т 2 й 2 # 2 . 

дв 0 ижения Т имеют ^ид Ка3аЛИСЬ В приближении нормальными; лагранжевые уравнения 

Ф + уф = 0, # + -|-Д = 0. 

Они независимы, а решения их легко находятся: 

ф = фо соз (" ( + а) , $ = #0 соз (^~М- 1 + р) . 

ѵпа К внения Н І а ІР« ЬНЫЙ приближенный результат решения задачи на кинематические 
уравнения колебания маятника в нормальных координатах. 

ГЛАВА VIII. ДВИЖЕНИЕ В ЦЕНТРАЛЬНО-СИММЕТРИЧНОМ ПОЛЕ 

В соответствии с механической концепцией силы взаимодействия 
между двумя свободными материальными точками имеют централь- 
но» характер (см - § 5 )- Центральны в нерелятивистском прибли- 
ии фундаментальные гравитационные и электромагнитные силы 
взаимодействия двух точек. Но в таком случае силовое поле, создан- 
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ное материальной точкой в системе отсчета, где точка покоится, по- 
стоянно и обладает центральной симметрией. Если начало координат 
системы совместить с точкой, создающей поле, то 

Р = Ы и = Щг), (27.1) 

где г — модуль радиус-вектора произвольной точки поля. 

Таким образом, задача о движении в центрально-симметричном 
поле оказывается для механики фундаментальной. То, что она ре- 
шается в конце курса, объясняется необходимостью опираться при 
ее рассмотрении на положения и методы, развитые в курсе ранее. 
Но к анализу отдельных сторон движения под действием централь- 
ных сил мы обращались уже не раз. Так, было установлено, что 
при движении точки в поле центральной силы сохраняется момент 
импульса, а траекторией движения служит плоская кривая (см. § 10). 
Рассматривался пример (12.7) получения вторых интегралов движе- 
ния, задача о движении системы двух взаимодействующих точек 
сведена к движению одной точки. В этой главе курса изучим движе- 
ние материальной точки в поле центральной силы подробнее. 

§ 27. Кеплерова задача 

27.1. Уравнения движения точки в центрально-симметричном 
поле. Одномерный эффективный потенциал поля. В истории физики 
кеплеровой называется задача определения траектории небесного 
тела, движущегося в поле тяготения Солнца. Аналогичная задача 
возникает при классическом подходе к проблеме движения электрона 
в поле ядра. 

Как уже отмечено, к понятию центрально-симметричного поля 
в механике приходят в связи с рассмотрением взаимодействия двух 
материальных точек. В § 15 показано, что сначала в этом случае нуж- 
но рассмотреть движение одной (изображающей) точки с приведен- 
ной массой под действием силы взаимодействия между точками в 
системе отсчета с неподвижным центром масс, т. е. движение мате- 
риальной точки в центрально-симметричном поле, а затем перейти 
к движению каждой точки. 

Ранее установлено, что под действием внутренних сил центр масс 
системы движется равномерно и прямолинейно. Свяжем с ним неко- 
торую систему отсчета, являющуюся инерциальной, и в ней будем 
рассматривать движение изображающей точки под действием цент- 
ральной силы, которая зависит только от расстояния между точками, 

т. е. Р = Р{г)\ аналогично выражение и для потенциальной энергии 
0 = (/(г). 

Так как вектор момента импульса Т = т'[г ѵ\ сохраняется в слу- 
чае центральной силы по модулю и направлению, то все г лежат 
в одной плоскости, т. е. траекторией является плоская кривая, поэто- 
му у изображающей точки две степени свободы, и для случая цент- 
рального поля целесообразен выбор полярных координат в плоскости 
движения с началом в центре масс. В них интеграл момента импульса 
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имеет вид: 


(27.2) 


т'г 2 ер = 7,, 


а интеграл энергии запишется формулой 

^-(Г 2 + г 2 ф 2 ) + Щг) = Е. (27.3) 


В принципе эти два дифференциальных уравнения первого по- 
рядка относительно неизвестных функций г(1) и <р(<) и исчерпывают 
задачу о движении точки в центрально-симметричном поле. Для их 
решения достаточно подставить известное значение Ь с помощью 
(27.2) в (27.3), чтобы получить уравнение с разделяющимися пере- 
менными: 


т'г 2 
2 ' 


о 

2т' г 2 


+ Щг) = 


Е. 


(27.4) 


Первый член в этом уравнении представляет кинетическую энергию 
при радиальном движении точки, которая всегда положительна. 
Второй член теперь не содержит скорости и называется центро- 
бежной потенциальной энергией. Таким образом, потенциальная 
энергия может считаться состоящей из двух частей: 

= Ѵ(г) + ^г- (27.5) 

Выражение (27.5) принято называть эффективным потенциалом. Он 
может быть положительным, отрицательным и нулем в зависимости 
от соотношения модулей центробежного и обычного потенциала 
и от знака потенциала і/(г). 

Используя обозначение і/ е , находя из (27.4) г = и разде- 
ляя переменные в уравнении (27.4), получаем интеграл уравнения 
движения: 

I = і (27.6) 

У-ІгР-ад] 

Если вычислить- интеграл в (27.6), то при любом заданном И (г) най- 
дется одно кинематическое уравнение движения точки г = г(1). 
Аналогично получается другое уравнение из (27.2) : 

Ф = Ы + Фо. (27.7) 

что при найденном г(1) дает возможность получить ф(^). Задача 
о движении точки в центральном поле ІІ(г) решена: направление век- 
тора момента импульса позволяет установить плоскость, в которой 
движется точка, а его модуль — значение энергии и начальное по- 
ложение точки (фо в момент іо) — выбрать необходимое частное реше- 
ние из (27.6) и (27.7). Нетрудно в общем виде получить и уравнение 
траектории. Для этого из равенства (27.6) определим йі и подставим 
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в (27.2), после чего получим, разделяя переменные и интегрируя: 


і 


Ч' 2 




йг фо. 


(27.8) 


Заметим, что в процессе решения опущен второй знак у квадрат- 
ного корня. Наличие двух знаков связано с симметрией траектории, 
которая видна в конкретных случаях. 

27.2. Движение в поле силы тяготения. Вообще говоря, могут 
иметь место разнообразные центрально-симметричные поля по зави- 
симости V от г. Однако наибольший практический интерес в механи- 
ке представляет случай силы, управляющей движением небесных тел. 
Сила тяготения, приложенная к небесному телу, определяется зако- 
ном всемирного тяготения: 



Задачу о движении двух тел под действием этой силы и называют кеп- 
леровой. Произведение гравитационной постоянной на массу Солнца 
для сокращения записи обозначено через у; называется эта величина 
гауссовой постоянной. 

Для движения материальной точки в поле силы тяготения верны 
все полученные в предыдущем параграфе результаты. Найдем сейчас 
конкретный вид траектории движения. 

Воспользуемся выражением потенциальной энергии (11.17) и со- 
ставим лагранжиан: 


Дп = Т — {] = —т'(г 2 + г 2 ф 2 ) у 


2~ "* V' т' у/тту'. (27.9) 

где т' — приведенная масса точки, изображающей систему. Поляр- 
ный угол ф является циклической координатой, а поэтому имеет ме- 
сто интеграл площадей: 

(5/-Л 

Р<р — 


д<р 


— СОП5І, 


или 


г 2 ф — С. 


(27.10) 


Постоянная С является удвоенной секторной скоростью. 
Теперь достаточно составить только одно уравнение 


а 

ЧГ 


діг 


ді п 


- О, 


дг 

которое после проведения указанных в нем дифференцирований и 
сокращения на массу будет иметь вид: 


Г ~ Гф 2 + Л Ц- = о, 

т' г 


где 


т т (т + М) 


тМ 


— + ж) = к 


— величина, близкая к единице, так как обычно т <; М. 
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Пользуясь интегралом площадей, исключим из последнего урав- 
нения ф, и оно приведется к уравнению для одной искомой функции г: 

^ - -7 - + -7 1 = °- (27.11) 

Наша задача состоит в нахождении траектории небесного те- 
ла г = л (ф)- Поэтому целесообразно перейти от дифференцирования 
по времени к дифференцированию по полярному углу. Из интеграла 
площадей следует: 

• С сіг сіг • С сіг 

^ г 2 ’ сіі Дф г 2 Дф ’ 



!_ с Д | 

(_с_ ал 

ѵ аі ) 

г 2 Дф 

'г 2 Дф 7 


Подстановка найденного выражения г в уравнение (27.11) приводит 
последнее к виду 

СЦ_(± ОЛ С 2 _ ку 

Г 2 Дф ' г 2 Дф' г 3 г 2 

Для упрощения полученного дифференциального уравнения сде- 
лаем последнюю подстановку: г — -і- . Имеем: 


4г_ _ _Л_ /_1_\ 1_ _Дх_ _1_ _Дг_ _ Лх 

Дф Дф V х 7 де 2 Дф ’ г 2 "Дф” Жр" ' 

Дифференциальное уравнение для х = х(ф) принимает следующий 
окончательный вид: 


а 2 х 

Дф 2 



(27.12) 


Общий интеграл этого линейного неоднородного дифференциального 
уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами находим 
обычными приемами: 


— Х\ х 2 = -р- 4- А со5 (ф + а). 


Здесь частное решение неоднородного уравнения есть Х\, а общее 
решение однородного уравнения — хч\ А и а — произвольные по- 
стоянные интегрирования. Возвращаясь к первоначальным обо- 
значениям, приводим общий интеграл уравнения к окончательному 
виду: 


г 


1 


ку_ 
С 2 


+ А сов (ф + а) 


с 2 м 



сов (ф + а) 


(27.13) 


Общий интеграл дает уравнение кривой второго порядка в полярных 
координатах: 


г 


Р 

1 + е сое (ф + а) ’ 


(27.14) 


231 


где 

С 2 Ас2 , П71П 

р ~ ку ' е ~ ку (27.15) 

— параметр и эксцентриситет орбиты. В зависимости от численного 
значения эксцентриситета уравнение представляет эллипс, параболу 
или гиперболу. Если е < 1 — имеем уравнение эллипса, при е = 1 — 
уравнение параболы, а при е > 1 — гиперболы. 

Вид траектории и ее параметры определяются константами С и Л, 
причем С связана с интегралом момента импульса, 7. = тС; Л оп- 
ределяется полной энергией Е, а постоянная интегрирования а за- 
дает положение траектории на плоскости. 

Интеграл энергии (27.3) имеет вид: 

-^1 + ВД = Е, (27.16) 


где эффективный потенциал выражается формулой 

,, ут' , 1 тС 2 

Уе — 7 1 - ~2 — ■ 


(27.17) 


Для анализа допустимых траекторий выразим из (27.16) кине- 
тическую энергию радиального движения: 

- = Е - ІІ е ^ 0. (27.18) 

Построим график (рис. 27.1) II е и проведем прямые Е = сопзі 
для различных значений полной механической энергии. і/ е при 
г — ► 0 стремится к бесконечности, а при г-»- оо отрицателен и стре- 
мится к нулю. Следовательно, график пересечет один раз ось г и бу- 
дет иметь вид, изображенный на чертеже. 

Условие Е — II е ^ 0 выполняется для следующих движений: 

1. Если Еі > 0, то гі < г < оо . Движение инфинитное и соот- 
ветствует гиперболическому. 

2. Если Е 2 = 0, то г 4 < г < оо . Движение инфинитное и соот- 
ветствует параболическому. 

3. Если Ез < 0, то г 2 ^ г ^ гз. Движение финитное и соответ- 
ствует эллиптическому. 

4. Если < 0, то г = г 5 = солзі. Движение финитное и проис- 
ходит по окружности. • 


Оказывается, что в общем случае для зависимостей ІІ(г), не сводящихся к рас- 
смотренной в данной задаче, и V = ^ , рассмотренной в примере 27.3, замкну- 


той траектории при финитном движении не получается, а движение происходит между 
«поворотными» точками Г 2 и гз по траектории, изображенной на рисунке 27.2. 


В заключение вопроса о движении тела в поле силы притяжения 
к Солнцу заметим, что изображающая точка движется по найден- 
ному эллипсу (27.14), а к эллипсу планеты можно перейти с учетом 
формул (15.1), (15.8) и рисунка 15.4. Солнце не остается неподвиж- 
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ным, центр его соответственно перемещается относительно центра 
масс системы Солнце — планета. 


Приме р 27.1. Вывод законов Кеплера из закона всемирного тяготения. 

начале XVII в. Кеплером были установлены кинематические законы движения 
п Э основанив обобщения имеющихся результатов астрономических наблю- 
В времена Кеплера задача, рассмотренная в § 27, не могла быть решена 
п ТЗК КЭК Нб бЫЛИ 0ТК Р ЫТЫ ни законы динамики, ни закон всемирного 
тяготения. Б настоящее время кинематические законы Кеплера получаются как след- 
ствия законов динамики при заданной силе притяжения. 

Первый закон - Каждая из планет движется по эллипсу, в одном из фокусов ко- 
торого находится Солнце. Этот закон получен нами в процессе решения кеплеровой 
задачи в виде формулы (27.14). Необходимо только отметить, что с учетом движения 
Солнца фокус эллипса планеты совпадает не с центром Солнца, а с центром масс 
системы, ф ~ 

Второй закон. Радиус-вектор планеты в равные промежутки времени описывает 
равные площади. Он получен нами в виде интеграла площадей (27.10). 

Гретий закон Квадраты времен (периодов) обращения планет вокруг Солнца 
относятся^ как м кубы больших полуосей их орбит. Выведем его, используя формулу 

С 2 — 


у т = — 


т'С 2 


Переходя к гравитационной постоянной и массе планеты, получим: 

ОтМ — — 

т + М р 

И окончательно: 

0(т + М) = — . 

Р 

Постоянную С выразим через полуоси эллипса и период обращения планеты, а также 

вспомним значение параметра р = ^ : 

а 


а (ш + м) = 


4л 2 а 3 
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Здесь а — полуось эллипса, по которому движется изображающая точка, так как 
принималось во внимание движение Солнца. Измеряются же полуоси орбит планет. 
Из рисунка (15.4) видно, что 


а — а' + 




Так что для полуоси планеты имеем: 

Т 2 4л 2 (М + т) 2 ^ 4л 2 / 2т\ 

а ' 3 _ ОМ 3 ~ ~ОлГ' + ~М~' 


Третий закон Кеплера оказался приближенным: отношение 

( ш \ 

планеты (^ — величина малая ^ . 



зависит от массы 


Пример 27.2. Вывод закона всемирного тяготения с помощью законов Кеплера. 

Записывая для неизвестной по модулю, но центральной силы в соответствии со 
вторым законом Кеплера основное уравнение динамики 

Р, — т' (г — пр 2 ) 

и выполняя все преобразования, которые привели ранее к формуле (27,12), получим: 

Гг = - т'сѴ + *) . 

! 4 V ' 

где х — — . 
г 

Используя первый закон Кеплера, т. е. зная уравнение орбиты 
х = 1 + е сов (ф + а) 

Р 


произведем подстановку переменной х в выражение для силы: 

= _ т'С 2 х 2 
г _ Р 

Возвратимся к переменной г и запишем выражение для силы в следующем виде: 


Введя обозначения: 


имеем: 


С 2 т 1 _ С 2 М 1_ 

Р г 2 , , т_ р 2 г 2 М ' 

+ М ^ т 


Р 2 


1 + — 
^ М 


7с 
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0 2 


1 +^ 

т 


= Ѵп- 



откуда следует новое обозначение: 


І1 

М 



и окончательно: 



или р = 


Мт г і ,2 


Г | .2 Г | ,2 


Осталось показать, что О, а вместе с ней у с и у„ — постоянные величины. Для это- 
го следует использовать третий закон Кеплера. Из определений величин Сиу следует: 

г С 2 , 

р(М + т) ’ 
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переходя к периоду и полуоси орбиты, как 
и в примере 27.1, получим: 

4ла /3 (М + т) 2 


а = 


Т 2 М 3 



Но эта формула по уточненному закону 
Кеплера (см. пример 27.1) связывает а' и Т 
с константой О. Следовательно, и введен- 
ные нами сейчас величины О, у с и у„ — кон- 
станты. 

Пример 27.3. Движение точки в 

кг 2 

центрально-симметричном поле: О = - 

2 

В соответствии с общими положениями 
движение будет совершаться по пло- 
ской траектории. Используем понятие 
эффективного потенциала: 

// _ кг 2 , т С 2 

График изображен на рисунке 27.3. Из 
условия (27.18) заключаем, что движение 
всегда финитное, причем минимальной 
энергии Е т соответствует одно расстояние 
от центра, т. е. траектория будет окружностью. При Е 
снизу и сверху расстояниями г і и г 2 . 

в к Я ?ег? В р е ?^ Ц Г ЛЬНЫе УР авнения движения получим по методу Лагранжа, выбирая 
Г нва!™ (обобщенных) координат декартовы координаты на плоскости движения 
с началом в центре поля. Функция Лагранжа имеет вид: 

= -|-(* 2 + у 2 ) - - ^ + у2) , 

а уравнения движения: 

тх + кх = 0, ту + ку = 0. 

Такие уравнения многократно встречались в курсе. Они приводят к гармоническим 
колебаниям с частотой ц> = -»/ — ■ 

V т 

х — Ц| соз (іо I -)- <хі), у = а 2 соз (іо/ -(- а 2 ). 

“ 02 ~ постоянные интегрирования, дающие амплитуды колебаний Они оп- 
ределяются через интеграл энергии по формулам 

„ ГЖ ІЖ 

где Е 1 = Ж + Ж „ Е, = + к У 2 


Е т движение ограничено 


кх I 

2 


- составляющие энергии, относящиеся 


2 ' 2 “ 2 ' 2 ■ 
к движению по оси Ох и Оу (см. пример 12.10). Постоянные ои и <х 2 
фазы определяют ориентацию эллипса относительно осей. Если 

п 


0 х = 0, а у = а 2 , то <хі 


времени выбрать так, что при і ... 

ком случае кинематические уравнения движения приводятся к виду 

х = аі зіп іо/ , у = а .2 соз іо/, 
а траекторией движения является эллипс 


начальные 
начало отсчета 

а 2 = 0. В та- 


■ + 


= 1 


с центром в центре поля и с осями, совпадающими с осями координат. Понятно что 
при а, = а 2 получается окружность. ' ° 
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Пример 27.4. Расчет первой космической скорости. 

Пусть спутник уже выведен на орбиту и влияние атмосферы на его движение мож- 
но не учитывать. Тогда на него будет действовать лишь сила тяготения 


Р = 


а 


Мт 


где М — масса Земли. 

Будем считать Землю однородным невращающимся шаром радиуса К. В таком 
случае силу тяготения выразим в виде Р = т§, где 8 — ускорение свободного па- 
дения на расстоянии г от центра Земли. Обозначим через В о ускорение свободного 
падения на поверхности Земли. Тогда имеем: 




те о- 


Из этих равенств найдем: 


/? 2 

у = ОМ = В оР\ 8 = 80 — ■ 


Теперь определим стационарную скорость у с движения спутника по круговой 
орбите из условия, что нормальное ускорение в этом случае равно 



Скорость 

у с | г _* = 01 = V 8оК » 7,9- 10 3 м/с 

называется первой космической скоростью. Это скорость кругового движения на уров- 
не поверхности Земли (без учета сопротивления воздуха) . Так как на некоторой высоте 
над поверхностью Земли скорость кругового движения меньше, то первая космиче- 
ская скорость есть также скорость, которую необходимо сообщить телу на поверхно- 
сти Земли под некоторым углом к ней, чтобы оно покинуло поверхность Земли. 

Период обращения спутника по круговой орбите вычисляется через первую кос- 
мическую скорость по формуле 



Пример 27.5. Расчет второй космической скорости. 

Это минимальная скорость, которую необходимо сообщить телу на Земле, чтобы 
(без учета сопротивления воздуха) тело покинуло пределы поля тяготения Земли. 
Таким образом, это параболическая скорость и находить ее следует из интеграла 
энергии кеплеровой задачи. При условии, что полная энергия тела равна нулю, 
имеем: 

тѵ 2 „ ут 


Потенциальную энергию представим так: 

ут 

г 



Интеграл энергии принимает вид: 

тѵ п /? 2 

- т8о — = 0 , 

отсюда 

ѵ п = V 2 В о-у-, у*| г-к = Ѵ 2 ^ = П.2-10 3 м/с. 

Это вторая космическая скорость. 

Движение по эллиптической орбите осуществляется, если начальная скорость 
больше Ус, но меньше ѵ„. 
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Пример 27.6. Расчет скорости движения тела в разных точках орбиты. 

Орбитальная скорость в любой точке траектории движения в центральном поле 
тяготения рассчитывается в полярных координатах по формуле 




Однако использовать непосредственно формулу мы не можем, так как не нашли явной 
зависимости радиуса г от времени I (см. § 27). 

Воспользуемся уже примененным ранее приемом и перейдем к дифференцирова- 
нию по полярному углу ер (см. вывод формулы (27.12) ). Учтем также, что = 
С 


Получим: 



\ 


Удобно ввести х = — , 
г 


после чего получим: 


'■-«■[ (|§-)‘ +4 


Теперь с помощью последнего выражения скорость может быть найдена, если известно 
уравнение траектории и ее параметры. Воспользовавшись уравнением траектории 

1 -+- е сов ф 

х = — , 

Р 


имеем: 


Г 2 

о 2 = — т-(1 + е 2 -(- 2есоз ф). 
Р 


Скорость выражена как функция полярного угла. Рассмотрим частные случаи дви- 
жений. При эллиптическом движении постоянная площадей С и период обращения 
тела связаны соотношениями 

с = = л[ур = л/~ОМр , 

где а и Ь — большая и малая полуоси эллипса; р — параметр его; эксцентриситет 
е < 1. Выбор начала отсчета углов соответствует максимальной скорости (рис. 27.4). 
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Для верхней части эллипса при 0<г«^ - и 

при и<^.ф<;_ и _ <(р< о скорость падает до 

минимума. 


Если тело движется по окружности, то е = О, а = Ь = г, р = г и ѵ 


2л г 


по Л нѵпа Л пп ДВИЖеТСЯ / П0 Па Р аб ° Ле ' то е = >• 3 скорость изменяется от максимальной 
до нуля при ф = я (рис. 27.5): 

9г 2 

У 2 = — (і + С05 ф). 


При гиперболической траектории ф = л, г>; ф 0, так как е 


I. 


§ 28. Движение частиц в кулоновском поле силы отталкивания. 

Рассеяние а-частиц 


28 . 1 . Движение а-частицы в поле неподвижного ядра атома. За- 
кон Кулона для взаимодействия двух точечных электрических заря- 
дов, как известно, выражается формулой 


Р і,2 = к 


где 6 = 9.10 9 ^ 2 

Гі ' 2 Кл 2 


Здесь /д, 2 вектор силы, с которой заряд действует на заряд 

^ 2 , /" 1,2 радиус-вектор, проведенный от первой частицы ко второй 
По математической структуре закон Кулона аналогичен закону все- 
мирного тяготения Ньютона. Но в отличие от тяготения кулоновское 
взаимодействие может быть как взаимным притяжением, так и взаим- 
ным отталкиванием. 

Ядра атомов, в которых сосредоточена почти вся масса атома, 
заряжены положительно. Величина заряда ядра атома равна 2е, 
где ^ атомный номер элемента, е — модуль элементарного электри- 
ческого заряда (заряда электрона). Исследование строения атома 
производится путем зондирования его пучком быстро движущихся за- 
ряженных частиц. При взаимодействии частиц с ядром траектория 
последних искривляется, происходит явление рассеяния частиц. Опы- 
тами такого рода английский физик Резерфорд в 1911 г. установил 
ядерную модель строения атома. 

Рассмотрим задачу об определении траектории а-частицы, дви- 
жущеися в поле ядра атома. В этой задаче получаются формулы 
Резерфорда для рассеяния а-частиц, представляющих собой ядра 
гелия и имеющих заряд 2е. Массу а-частицы обозначим т. Ядро 
рассеивающего атома имеет заряд 1е. Его массу считаем большой 
и движением ядра пренебрегаем. Потенциальная энергия а-частицы 

в поле ядра будет II = — - — , и при любых начальных условиях 


полная механическая энергия а-частицы положительна, т. е. Е > 0. 
Траекторией движения в данном случае является гипербола, фокус 
которой совпадает с положением рассеивающего ядра. 

На рисунке 28.1 изображена траектория движения а-частицы 
и показаны ее элементы. АС — асимптота гиперболы, совпадающая 
с направлением начальной скорости а-частицы, йВ — вторая асимп- 
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тота, определяющая направление скорости а-частицы после рассея- 
ния. Рассеивающее ядро находится в правом фокусе Р\. Угол ф между 
асимптотами — угол рассеяния, а и Ь — вещественная и мнимая 
полуоси гиперболы, е — расстояние от центра до фокуса гиперболы, 

связанное с полуосями гиперболы известным соотношением' 

е = V а 2 + Ь 2 . 

Расстояние от рассеивающего центра до асимптоты Р\ С = Ь есть 
наименьшее расстояние, на которое а-частица пролетела бы от ядра 
при отсутствии отталкивания. Это расстояние называется прицель- 
ным расстоянием. Фактически наименьшее расстояние, на котором 
частица пролетает от ядра, есть расстояние от вершины гипербо- 
лы Е до фокуса Р\. Это расстояние обозначим через <7, а через 
Ф — угол между асимптотой и действительной осью гиперболы Р\Р 2 . 

Установим связь между параметрами системы а-частица — 
ядро и углом расстояния д. В итоге угол рассеяния должен быть 
выражен через массу и скорость частицы, ее заряд и заряд ядра, 
прицельное расстояние Ь, характеризующее взаимное положение 
ядра и налетающей частицы. 

Запишем интеграл энергии и интеграл площадей. Обозначим 
через ѵ начальную скорость а-частицы, когда она находится 7 на 
«бесконечно большом» расстоянии от ядра; ѵо — ее скорость в вер- 
шине гиперболы. Тогда интеграл энергии выразится равенством 

тѵ 2 _ тѵ о , 2 кіе 2 

2 2 I я ' 

Соответственно интеграл площадей запишется так: тѵЬ = то 0 <7- 

Из интегралов движения можно получить уравнение, связываю- 
щее прицельное расстояние Ь с углом отклонения но предвари- 
тельно надо найти связь между Ь и <7. Заметим для этого, что пря- 
моугольные треугольники ВОЕ и ОСЕ равны. Кроме того, 

а = е соз ф, Ь = е зіп ф, <7 = а + е = (1 + соз ф)-е. 
Отсюда следует: 

Ь 5ІП ф 

4 Я 1 + С08 ф ' 

Интеграл площадей при использовании последнего равенства дает 
соотношение между скоростями: 

УО Ь 5ІП ф 

и Я 1 + С05 ф ' 

Из интеграла энергии для отношения квадратов скоростей полу- 
чаем выражение 

чо | 2 к2е 2 2 і 4 кХе 2 зіп ф 

2,2 Я тѵ 2 тѵ 2 Ь 1 + соз ф ' 

Возводя предыдущее равенство в квадрат и используя тригоно- 
метрическое тождество, имеем: 

Уо 1 — СОЗ ф 

ѵ 2 1 4- соз ф 
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С08 ф 


= 1 


4 кіе 2 

ТТЛ 


5ІП ф 


1 + сов ф 1 ~тѵ г Ь~ 1 + сов ф ■ 
Простые преобразования приводят далее к равенству 


и 

ка 

ре 


. тгг 

Ф = 


Чкіе 2 


Заменяя здесь угол ф через й на основании очевидного соотношения 


Ф = 90° - 


чг 

дг 

нс 


приходим к результату: 


, 2 кіе 2 , о 

Ь = г- сіе -гг . 

тѵ 2 & 2 


(28.1) 


дающему ответ на поставленную задачу. 

Однако в случае микрочастиц проследить за движением отдель- 
ной микрочастицы во всех деталях не удается, так что соотноше- 
ние (28.1) непосредственно, как это можно сделать в случае макро- 
скопических тел, не применяется. Мы используем его для расчета 
других величин, характеризующих рассеяние. 

28.2. Дифференциальное сечение рассеяния. На рассеивающий 
центр направляется параллельный пучок а-частиц, движущихся 
с одинаковой скоростью, и исследуется, каково число частиц, рас- 
сеянных под различными углами. Рассеяние характеризуется отно- 
шением числа частиц, рассеянных в данном элементе телесного 
угла О, к числу частиц, падающих на единичную площадку, перпен- 
дикулярную скорости падающих частиц, в единицу времени, т. е. 
плотности потока падающих частиц (рис. 28.2). Это отношение имеет 
размерность площади и называется эффективным дифференциаль- 
ным сечением рассеяния: 


нс 

се 


йЫ 


сіо - - — = 


/рас 

/пад 


(І5 




I п 


В 

(28.2) - 
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Сечение рассеяния не зависит от плотности потока пучка 
падающих частиц и полностью определяется характером взаимо- 
действия частиц с рассеивающим центром. 

Задача о рассеянии ставится теперь следующим образом: по 
заданным параметрам рассеивающего центра и рассеиваемых 
частиц требуется определить зависимость дифференциального се- 
чения рассеяния от угла рассеяния и этих параметров. Для кон- 
кретной задачи рассеяния а-частиц на ядрах атомов связь при- 
цельного расстояния с углом рассеяния определена формулой (28.1). 
Чтобы угол рассеяния был заключен в промежутке от 0 до д + М, 
прицельное расстояние должно изменяться в пределах от Ь до 
Ь — ЛЬ. Проведя через рассеивающий центр прямую ВР, совпа- 
дающую с направлением скорости падающего пучка частиц, можем 
утверждать, что угол рассеяния будет находиться в заданных пре- 
делах, если частица проходит через круговое кольцо, в плоско- 
сти перпендикулярной скорости частиц, с центром на прямой ВР 
и радиусами Ь и Ь — ЛЬ (рис. 28.3). Обозначая плотность пото- 
ка частиц в падающем пучке /, для числа частиц, проходящих че- 
рез кольцо, получим выражение ЛЫ = — ]2лЬЛЬ, отсюда: 



2л ЬЛЬ = — 2л Ь - Л® . 


Остается еще выразить Л§ через элемент телесного угла ЛО., 
ния .численно равного площади, вырезаемой на сфере единичного ра- 
диуса двумя конусами с углами раствора О и О + Л Ф. Как поясне- 
но на рисунке 28.4, эта площадь Л& — 2л зіп &Л®, откуда находим Л®\ 



Внося это значение Л® в числитель выражения для эффектив- 
ного сечения, получаем выражение дифференциального сечения рас- 
сеяния: 


шь- 

ше- 



(28.3) 


:ро- 


ета 


1 . 2 ) 


ций 
хся 
>ас- 
но- 
ого 
іен- 
. е. 
:еет 
ль- 


В 



О 


Рис. 28.3. 
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Рис. 28.4. 
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При рассеянии а-частиц зависимость прицельного расстояния 
от угла рассеяния дается формулой (28.1), и мы имеем: 


аь 

Ш 


2 кІе г 1 



Подставляя Ь и в (28.3), получаем окончательное выражение 
для эффективного сечения рассеяния а-частиц: 



Эта формула широко известна и применяется в атомной и ядер- 
ной физике под названием формулы Резерфорда. Формула под- 
тверждается экспериментально, что говорит о правомерности при- 
менения классической механики к данному случаю рассеяния. 
Однако это отнюдь не свидетельствует о применимости класси- 
ческой механики к микромиру вообще. Можно, например, решить 
задачу о движении электрона в кулоновском поле притяжения к 
ядру. При этом придем к результатам, вполне аналогичным полу- 
ченным для движения планет в поле гравитационного притяжения 
Солнца. Электрон будет двигаться по эллипсу, в параметры ко- 
торого вместо С войдет константа к (см. §28). Но такие выводы, 
как будет показано далее, в части IV курса,— в резком противо- 
речии с опытом. В микромире классическая механика имеет весьма 
ограниченное применение и заменяется квантовой механикой. 


Пример 28.1. Оценка размеров ядра атома. 

С помощью формулы Резерфорда проверяется предположение о точечности 
ядра атома. В опытах нахрдится зависимость от угла рассеяния величины 




Если она согласуется с теоретической, т. е. 

Да _ ( кіе 2 \ 1 

Дй V тѵ г / . 4 # ’ 

8,п Т 


то это и свидетельствует о малых размерах ядра. 

Пример 28.2. Измерение заряда ядра. 

С помощью формулы Резерфорда измеряется заряд ядер. Для двух химических 
элементов при рассеянии под одним и тем же углом О имеем: 

1 1о\ І\ 

7 = 7Г ' 

Измеряя сечения рассеяния для ядра с известным зарядом и для ядра с неизвест- 
ным зарядом, рассчитываем неизвестный заряд по данной формуле. Это один из 
наиболее прямых способов измерения заряда ядра. 


ЧАСТЬ II. ОСНОВЫ специальной теории 
ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ. 
РЕЛЯТИВИСТСКАЯ МЕХАНИКА 


Введение 

Классическая механика охватывает широкий круг физических 
явлений — движение и взаимодействие макроскопических тел и их 
систем, .обусловленные гравитационными и электромагнитными си- 
лами. Это движение планет Солнечной системы, движение окру- 
жающих нас на Земле тел вплоть до отдельных молекул, входя- 
щих в состав газа в обычных условиях. В классической механике 
введены важнейшие физические величины: масса, импульс, момент 
импульса, энергия, функции Лагранжа, Гамильтона, действие. Они 
применяются не только в механике, но и в других физических тео- 
риях. 

Но классическая механика имеет хотя и очень широкую, но тем 
не менее ограниченную область применения, за пределами которой 
она должна быть заменена другими теориями. В частности, осново- 
полагающая модель классической механики — дальнодействие — 
есть явная идеализация реальных взаимодействий и приводит 
к результатам, соответствующим опытным данным, лишь тогда, 
когда скорость передачи взаимодействия можно считать беско- 
нечно большой по сравнению со скоростью движения тел. Если это 
главное условие не соблюдено, из классической области движений 
и взаимодействий переходим в релятивистскую, где некоторые по- 
ложения классической механики утрачивают силу. 

В релятивистской области прежде всего необходимо учитывать 
конечный характер скорости передачи взаимодействий; в природе 
имеется предельная скорость передачи любых взаимодействий, дви- 
жения любых тел и микрочастиц, распространения любых сигналов. 
Она равна скорости света с в пустоте. Это принципиальное обстоя- 
тельство многое меняет в механической картине мира — в общих 
представлениях об окружающем мире, складывающихся на основе 
законов классической механики. Прежде всего пересматриваются 
некоторые кинематические понятия и соотношения, так как единый 
ход времени во всех системах отсчета, устанавливаемый с помощью 
мгновенно передающихся синхронизирующих сигналов (см. I, §3)‘, 
оказывается в релятивистской области фикцией. Далее, видоизме- 
няются выражения для ряда важнейших динамических величин — 
импульса, энергии и др. Устанавливаются новые соотношения, свя- 
зывающие их между собой. 

Важнейшим положением для выяснения особенностей движения 
и взаимодействия в релятивистской области является связь энер- 
гии и массы, откуда можно установить энергетический порог, до 

Ссылки на первую часть курса обозначаются римской цифрой I. 
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которого масса тел остается величиной аддитивной. Аддитивность 
массы или положение о том, что масса изолированной системы 
равна сумме масс входящих в нее материальных точек, выполня- 
ется лишь приближенно, до тех пор пока энергия взаимодей- 
ствия не внесет заметного вклада в массу системы в соответствии 
с формулой Е = тс 2 . В этом же приближении справедлива и сама 
модель дальнодействия, согласно которой переносчик взаимодей- 
ствия — физическое поле, обладающее энергией, импульсом и дру- 
гими параметрами, в механическую систему не включается. 

Но если энергия взаимодействия приближается или превышает 
указанный порог, картина движения коренным образом меняется: 
в результате взаимодействия могут исчезнуть одни и возникнуть 
другие материальные точки; на практике это те или иные микро- 
частицы. Таким образом, если в классической механике действует 
(необъявленный) закон сохранения индивидуальности материаль- 
ной точки, или закон сохранения числа материальных точек в замк- 
нутой системе, то в релятивистской области в общем случае он на- 
рушается и говорить о дифференциальном уравнении движения 
материальной точки по траектории можно не всегда. 

Наконец, если в исходной механической модели материальных 
точек, связанных действующими на расстоянии силами, ничего, 
кроме этих материальных точек, нет, а силовое поле рассматрива- 
ется лишь как объект математический, как описание действующих 
на расстоянии сил, то в релятивистской области в исходную мо- 
дель материальных объектов, кроме тел, включается физическое 
поле как переносчик взаимодействия. Поле наряду с телами опи- 
сывается такими универсальными физическими характеристиками 
материи, как энергия, импульс, момент импульса. Таким образом, 
в релятивистской области появляется новый объект изучения — 
реальное физическое поле. 

Таковы основные особенности релятивистской области движений 
и взаимодействий. Проникновение человека в данную область 
вместе с проникновением в область квантовых явлений привело 
к революционным изменениям в физической науке, происшедшим 
в конце XIX — начале XX в. Они тесно связаны с созданием спе- 
циальной теории относительности (СТО) А. Эйнштейном в 1905 г. 
В нашем курсе рассматривается определенный круг вопросов реля- 
тивистской физики, условно объединенных во второй части. 

Сначала рассматривается СТО — учение о пространстве и вре- 
мени в инерциальных системах отсчета, об универсальных физи- 
ческих величинах (энергии, массе, импульсе, моменте), характери- 
зующих изолированную свободную материальную точку. СТО яв- 
ляется общефизической теорией, применяемой в различных разде- 
лах физики, в том числе и механике движения с высокими ско- 
ростями, которую называют релятивистской. 

Если в классической механике основной объект — макроскопи- 
ческое тело, заменяемое материальной точкой, то в релятивист- 
ской основной объект — элементарная частица, так как на практи- 
ку именно элементарные частицы, а не макроскопические тела 
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движутся с релятивистскими скоростями. По этой причине вместо 
материальной точки говорят о частице. 

Релятивистской динамике принадлежат соотношения между ди- 
намическими характеристиками свободной частицы и законы сохра- 
нения. Кроме того, здесь изучается хотя и не общий, но важный 
частный случай взаимодействия тел и полей, при котором индиви- 
дуальность частиц — масса покоя — сохраняется, а в результате 
взаимодействия при движении изменяются импульс и энергия, по- 
ложение в пространстве. Этот случай называется квазирелятивист- 
ским и укладывается при внесении релятивистских поправок в рам- 
ки основной задачи механики. Поэтому в курсе изучается реляти- 
вистское обобщение основного уравнения динамики. Релятивист- 
скими обобщениями определяются в данном разделе курса функ- 
ции Лагранжа, Гамильтона. 

Что касается предельно релятивистского объекта — физиче- 
ского поля, в частности фундаментального электромагнитного по- 
ля, то оно изучается в III части курса. 

При изложении классической механики подчеркивалась мысль 
о ее основополагающем значении для всей физики, так как в ней 
рассматриваются вопросы о пространстве, времени, механическом 
движении,^ неотделимом от других форм движения материи. Не 
в меньшей, а в большей степени это относится к релятивистской 
механике, ибо в ней по существу уточняются все исходные понятия 
классической, а она сама выступает как предельный случай реля- 
тивистской (при с= оо). 


■ ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ СПЕЦИАЛЬНОЙ теории 
ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ (СТО) И КИНЕМАТИКА ДВИЖЕНИИ С ВЫСОКИМИ 

СКОРОСТЯМИ 

§ 1. Постулаты Эйнштейна. Преобразования Лоренца 


1.1 Проблема абсолютно неподвижной (привилегированной) 
системы отсчета. Принцип относительности Галилея провозгла- 
шает полное равноправие или эквивалентность всех инерциальных 
систем отсчета (ИСО) по отношению к механическим явлениям 
Ото означает, что, находясь в любой ИСО, нельзя установить с по- 
мощью механических явлений скорость ее движения относительно 
некоторой абсолютно неподвижной исходной или, как говорят, при- 
вилегированной системы, если последняя и существует. В самом де- 
ле, в формуле сложения скоростей 


ѵ а — Ѵп Ѵ от , 

деление скоростей на абсолютную ѵ а и относительную ѵ от имеет 
чисто условный характер и связано с тем, что одну из инерциальных 
систем отсчета мы выбираем в качестве неподвижной, тогда дру- 
гая система движется в первой с постоянной скоростью ѵ„, V. 
Но с тем же основанием в качестве неподвижной системы можно 
выбрать вторую, а движущейся — первую. 
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Целесообразно поэтому не употреблять названия неподвижная 
и подвижная системы, заменив их другими: нештрихованная си- 
стема (или К) и штрихованная система (или К'). Формула сло- 
жения скоростей в таком случае приобретает вид: 

_ V = ѵ' + V, (1.1) 

где V — скорость движения штрихованной системы в нештрихо- 
ванной. 

Наблюдатель в некоторой системе отсчета К может с помощью 

кинематических измерений найти скорость V относительного движе- 
ния любой другой системы К', и только. А ответить на вопрос, 
движется или неподвижна его система отсчета, с помощью таких 
измерений нельзя, так как речь идет об относительном движении. 

В силу принципа относительности Галилея нельзя сделать та- 
кого заключения и с помощью изучения динамики механических 
явлений в инерциальной системе: движение системы не влияет на 
механические процессы, происходящие в ней. 

Постановка вопроса об абсолютном движении или покое инерци- 
альной системы в механике бессодержательна, так как привилеги- 
рованной системы здесь просто нет — все инерциальные системы 
равноправны. Однако создатель классической механики И. Ньютон 
считал, что движение или покой могут иметь место в абсолютном 
пространстве, существующем безотносительно к чему-либо, само 
по себе. Он допускал возможность обнаружения такого движения. 
Взгляды на абсолютное пространство как исходную привилегиро- 
ванную систему отсчета продержались до начала нашего века, по- 
ка не были детально изучены электромагнитные явления и не было 
установлено, что принцип относительности распространяется не 
только на механические, но и электромагнитные явления. Стали 
возможными некоторые опыты по обнаружению абсолютного дви- 
жения системы отсчета путем наблюдения за электромагнитными 
явлениями, но все они дали так называемый отрицательный ре- 
зультат: движение системы наблюдателя относительно исходной 
неподвижной системы — абсолютного пространства — обнаружить 
не удалось. Положение о равноправии инерциальных систем было 
распространено на все физические явления, происходящие в них. 
Утвердился принцип относительности для всех физических явлений, 
а абсолютное пространство было признано фикцией. 

1.2. Опыт Майкельсона. Постулаты Эйнштейна. Из экспери- 
ментов, лежащих в основе СТО, рассмотрим один, получивший 
наибольшую известность как исторически первый и физически 
наглядный. Он был осуществлен американским физиком Майкель- 
соном в 1881 г. и должен был установить влияние движения Земли 
по орбите на скорость распространения света в системе отсчета, 
связанной с Землей. На рисунке 1.1 схематически изображен ход лу- 
чей в интерферометре, построенном Майкельсоном для осуществле- 
ния опыта. Полупрозрачное зеркало А разделяет монохроматиче- 
ский пучок света от источника 5 на два пучка, распространя- 
ющиеся во взаимно перпендикулярных направлениях. После от- 
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Рис. 1.1. 


Рис. 1.2. 


ражения от зеркал В и С эти пучки вновь соединяются и результат 
интерференции пучков наблюдается в фокальной плоскости зри- 
тельной трубы. Положение полос интерференции будет определяться 
разностью времени, затрачиваемой пучками на прохождение плеч 
интерферометра по АВА и АСА. Пусть плечо АС совпадает по на- 
правлению со скоростью движения Земли по орбите. Подсчитаем, 
какое время затрачивает свет на прохождение этого плеча туда 
и обратно, исходя из предположения, что Земля движется в абсо- 
лютном пространстве со скоростью ѵ, а свет — со скоростью с. 
Время достижения светом зеркала С за счет «убегания» зеркала 
от пучка в соответствии с формулой (1.1) увеличивается: 

, б + ѵі , 

I В — , 


откуда 


I в = 


Точно так же время возвращения светового сигнала к зеркалу А будет 
уменьшаться за счет «набегания» этого зеркала: 


і« = 


б 


С + V 


Обозначая через / : время, затраченное на прохождение АСА, имеем: 

б . б 2/, 1 


С - 


+ 


с + V 


Подсчет времени, которое затрачивается вторым пучком на про- 
хождение пути АВА, поясняется на рисунке 1.2. Если это время рав- 
но і 2 , то зеркало А успевает переместиться на расстояние у/ 2 и траек- 
тория пучка в неподвижной системе оказывается совпадающей со 
сторонами равнобедренного треугольника АВА'. По теореме Пифаго- 
ра получаем: 


сЧ\ 


4/1 + ѵ 2 і\, І 2 




1 
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Нас интересует разность времен прохождения светом плеч интерфе- 
рометра. Она выражается формулой: 



Если интерферометр повернуть на 90°, то плечи поменяются ме- 
стами и новая разность времени окажется равной: 



Разности времени прохождения световым лучом плеч АС и АВ 
неодинаковы при разных положениях интерферометра, и, следова- 
тельно, при повороте прибора должно произойти смещение полос 
интерференции. Смещение будет определяться величиной 



Приняв во внимание неравенство ѵ «С с, приближенно имеем: 


/і -|- 1‘2 V 2 

Г. г 2 


Если д окажется равным полупериоду светового колебания т = , 


то смещение б^дет равно ширине одной полосы (соответствующей 
разности фаз л). Отсюда получается — для X — 5 - 1 0 — 5 см, ѵ = 
= 3- ІО 4 м/с, с — 3- ІО 8 м/с — смещение на ширину одной полосы 
при /і + / 2 = 50 м. В первом варианте установки ожидалось мак- 
симальное смещение на одну треть ширины полосы, но никакого сме- 
щения не было обнаружено. 

В последующие годы Майкельсон повторял опыт со все более 
чувствительной и точной аппаратурой. Но смещения интерференцион- 
ных полос при повороте прибора в опытах не получилось. Подобные 
опыты ставили неоднократно другие исследователи. Ставились и чи- 
сто электромагнитные опыты для обнаружения влияния движения 
Земли по орбите на электромагнитное поле. Эти опыты неизменно 
давали отрицательный результат. 

В исторический период, предшествовавший созданию теории от- 
носительности, как уже говорилось, предполагалось, что существует 
привилегированная абсолютно неподвижная система отсчета, связан- 
ная с самим пространством. Абсолютно неподвижное пространство 
именовалось также светоносным эфиром. Это гипотетическая среда, 
в которой разыгрываются электромагнитные явления, распростра- 
няется свет. Истолкование отрицательного результата опыта Май- 
кельсона с точки зрения основополагающих положений классической 
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механики вызывает серьезные затруднения. Ведь в соответствии 
с этим результатом скорость света не зависит от скорости движения 
системы отсчета. 

Делались неоднократные попытки ввести специальные гипотезы 
для объяснения отрицательного результата опыта Майкельсона без 
отказа от предположения о существовании неподвижного электро- 
магнитного эфира. Все выдвигаемые гипотезы, какими бы остроум- 
ными они ни были, в свою очередь приводили к новым трудностям 
и противоречиям и свидетельствовали лишь о беспомощности класси- 
ческой физики в разрешении проблемы. Необходим был принци- 
пиально новый подход к разрешению проблемы о привилегированной 
неподвижной системе отсчета. 

Такой подход осуществил А. Эйнштейн в 1905 г., выдвинув пред- 
положение, которое он называет принципом относительности: «...не 
только в механике, но и в электродинамике никакие свойства явлений 
не соответствуют понятию абсолютного покоя и даже, более того, 
...для всех координатных систем, для которых справедливы уравне- 
ния механики, справедливы те же самые электродинамические и оп- 
тические законы...» Кроме принципа относительности, Эйніитейн 
вводит добавочное допущение: «...свет в пустоте всегда распростра- 
няется с определенной скоростью, не зависящей от состояния дви- 
жения излучающего тела»\ 

По Эйнштейну, нужно не объяснять со старых позиций, почему 
«не удается» опыт Майкельсона и подобные ему опыты, а рассматри- 
вать его результат в качестве подтверждения принципиальных по- 
ложений — постулатов новой теории. Для удобства дальнейших при- 
менений сформулируем их отдельно: 

I. Принцип относительности Эйнштейна. Любое 
физическое явление протекает одинаково во всех инерциальных 
системах отсчета. Иными словами, любой закон природы одинаково 
справедлив во всех инерциальных системах. Если в одной инерциаль- 
ной системе некоторый физический закон выражен математической 
формулой, то вид ее должен быть тем же самым во всех других инер- 
циальных системах. Это значит, что законы физики должны быть 
инвариантны по отношению к переходам между инерциальными 
системами. 

II. Принцип постоянства скорости света. Во 
всех инерциальных системах по всем направлениям скорость распро- 
странения света в пустоте имеет одно и то же значение, равное с. Рас- 
шифруем принцип. Равноправие всех физических систем позволяет 
рассматривать некоторый источник света в любой из них. В одной 
системе источник покоится, во всех остальных — движется. По прин- 
ципу постоянства скорости света получается, что движение источника 
в инерциальной системе не оказывает влияния на скорость испускае- 
мого им света. 


1 Эйнштейн А. К электродинамике движущихся тел // Собрание научных 
трудов. — М.: Наука, 1965. — Т. I. — С. 7. Далее из оригинального текста статьи 
следует, что речь идет об одних и тех же электродинамических и оптических законах, 
об одинаковой их форме во всех инерциальных системах. 
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Принцип постоянства скорости света находится в определенной 
связи с принципом относительности. Если допустить, что в природе 
существует предельная скорость движения материальных объектов, 
и распространить принцип относительности на все физические явле- 
ния, то эта предельная скорость будет одинаковой во всех инерциаль- 
ных системах. В противном случае нарушается их равноправие, 
эквивалентность, вытекающая из принципа относительности. Ока- 
зывается, что предельная скорость равна с. Ею, в частности, обла- 
дают электромагнитные волны, свет. Но подчеркнем, что принцип 
постоянства скорости света не является просто следствием принципа 
относительности: только предельная скорость будет одной и той же 
во всех инерциальных системах. По этой причине в качестве второго 
постулата можно выбрать принцип существования предельной ско- 
рости распространения взаимодействий, равной с. 

Два рассмотренных выше принципа лежат в основе специальной 
теории относительности (СТО), созданной А. Эйнштейном в резуль- 
тате критического анализа классических представлений о простран- 
стве и времени в связи с изучением электромагнитных явлений в дви- 
жущихся системах. В настоящее время СТО является общефизиче- 
ской теорией и основанием ряда современных физических теорий. 
В ней фундаментальную роль играет константа с, равная скорости 
света в вакууме. Приведем ее современное значение: с = 
= 299 972 458 ± 1,2 м/с. 

Историческая справка. Во избежание искажения исторической последовательно- 
сти событий заметим, что опыт Майкельсона не оказал решающего влияния на 
появление основополагающей работы Эйнштейна «К электродинамике движущихся 
тел», хотя автор и упоминает о неудавшихся попытках обнаружить движение Земли 
относительно светоносной среды. Однако это ни в коей мере не умаляет роли данного 
опыта в истории развития современной физики. Эта роль многократно подчерки- 
валась самим Эйнштейном. 

Среди более поздних опытов отметим опыт Бонч-Бруевича 1956 г. с внеземным 
движущимся источником света относительно Земли. Опыт показал, что скорость 
света не зависит от скорости движения источника. С развитием науки и техники 
стало возможным обнаруживать очень малые изменения скорости света. Но и новые 
опыты (в частности, опыты Кантора 1962 — 1964 гг.) дали отрицательный результат. 
Опыты, проведенные в 60-е гг., и современные астрономические измерения устано- 
вили независимость скорости света от скорости движения источника с очень высокой 
точностью. В настоящее время второй постулат СТО надежно подтвержден экспе- 
риментально. 

1.3. Преобразования Лоренца. Из аксиомы о постоянстве и пре- 
дельном характере скорости света с следует, что преобразования 
Галилея неприменимы к скорости движения, равной с. При доста- 
точно высоких скоростях движения тел (и систем отсчета) они 
должны быть заменены другими преобразованиями. Такие преобра- 
зования были найдены Лоренцем еще до появления теории относи- 
тельности, и хотя их толкование в СТО изменилось, они носят назва- 
ние преобразований Лоренца. 

В релятивистской области движений — области высоких скоро- 
стей — сохраняется модель пространства и времени, рассмотренная 
ранее в классической механике (I, § 1). Согласно модели реальное 
пространство трехмерно и евклидово, оно непрерывно, однородно, 
изотропно. Время одномерно, непрерывно, однородно и однонаправ- 
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ленно. Новыми являются преобразования координат и времени при 
переходе между двумя инерциальными системами, так как они долж- 
ны удовлетворять теперь принципу постоянства скорости света, чего 
не было в классической механике. Выведем преобразования Лоренца, 
ограничившись выбором направления осей координат, представлен- 
ным на рисунке 1.3. В силу изотропности пространства этот выбор 
не уменьшает общности рассмотрения вопроса, так как все направ- 
ления осей равноправны. Когда направление скорости ѵ в неко- 
торой системе определено, с ним и совмещаем любые оси, например 
Ох, О'х'. Такой выбор целесообразен как выбор, упрощающий фор- 
мулы. 

Далее предположим, что в обеих системах установлена коорди- 
натная сетка при помощи эквивалентных эталонов длины, а время 
измеряется одинаковыми часами. Физическое равноправие систем 
допускает такую возможность. Часы, находящиеся в началах коор- 
динат, в момент совпадения начал в пространстве поставлены на 
одинаковое время: I = V = 0. Штрихованная система движется 
в нештрихованной со скоростью ѵ х = V, ѵ у = 0, ѵ г = 0. Нештри- 
хованная в штрихованной — со скоростью ѵ' х = —Ѵ,ѵ' у = 0, ѵ' г = 0. 
Различие знака у проекции скорости движения систем вдоль оси 
Ох — единственное математическое отличие систем друг от друга. 

Если в классической механике полагали, что скорость синхрони- 
зирующих часы сигналов бесконечно велика, то теперь это неправо- 
мерно, ведь утверждается наличие предельной скорости, что и должно 
быть принято в расчет при синхронизации часов. Часы в обеих си- 
стемах синхронизированы с помощью сигналов, распространяющих- 
ся с конечной скоростью с: по сигналу времени I = 0 в системе К 

часы на расстоянии г от начала поставлены на время I = — , 

а часы в системе К' — на V — Д— 

с 

Теперь абсолютное совпадение моментов времени для какого-либо 
события в разных системах, как это было в случае преобразований 
Галилея (1, §3), не имеет места. Чтобы убедиться в этом, рассмотрим 
в качестве события попадание светового сигнала, испущенного из 
совпадающих начал систем К и К' в нулевой момент времени в точ- 
ку А, покоящуюся в системе К, в которой сигнал прошел расстояние г' 

и попал в точку А в момент I = Д- . В системе К' точка А дви- 
галась, и здесь сигнал прошел другое (меньшее) расстояние г' 
(рис. 1.4), так что свет пришел в точку А в момент і' = . Это 

значит, что для одного и того же события по синхронизированным 
часам і Ф I'. Поэтому мы не можем заранее считать, что время 
преобразуется тождественно, т. е. что I = I', кроме нулевого момента 
в начале координат. Следует искать формулы преобразования коор- 
динат и времени. 

Искомые формулы преобразования должны быть линейными, так 
как пространство и время однородны', началом координат и отсчета 
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времени в обеих системах может служить любая точка. Найдем 
сначала, как будут преобразовываться координаты у и г, перпенди- 
кулярные направлению относительной скорости движения систем. 
В соответствии со сделанными предположениями относительно си- 
стем координат наиболее общей линейной связью между штрихован- 
ными и нештрихованными координатами является связь 


у' — еу , г' = 62, 

причем взят один и тот же коэффициент е в силу изотропности про- 
странства. Коэффициент е имеет простой механический смысл: он 
указывает, во сколько раз возрастает длина отрезка, покоящегося 
в первой системе, расположенного вдоль оси Оу или Ог, при его изме- 
рении во второй системе (штрихованной) . Относительно этой системы 
отрезок движется в направлении О'х' со скоростью V. Так как обе 
системы равноправны, то обратные преобразования будут иметь точ- 
но такой же вид: у = еу', г = 62'. 

Но так как 

У = -у',г = -г\ 

1 

то — = е, е = -+- 1. 

е — 

Приходим к результату, что указанные координаты преобразуются 
тождественно: у' = у, г' = г. Знак «минус» опущен, так как он го- 
ворит о выборе противоположного направления штрихованных осей, 
что интереса не представляет. 

Для нахождения закона преобразования координаты х заметим, 
что положение начала координат штрихованной системы для любого 
момента времени в системах задается так: х' — 0 , х = VI. Соот- 
ветственно для начала координат нештрихованной системы х = О, 
х = VI'. Отсюда однородное линейное преобразование, связы- 
вающее координаты х и х', должно иметь следующий вид: 

X' = V (х — VI ), X = у (х' + VI'). 

Коэффициент пропорциональности у в прямом и обратном преоб- 
разованиях должен быть одинаков в силу равноправия систем. Для 
определения величины этого коэффициента используем принцип по- 
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стоянства скорости распространения света. Пусть в момент времени 
і = I' = 0 из совпадающих начал координат посылается световой 
сигнал, который фиксируется в обеих системах как вспышка на 
экране. Этому событию в первой системе соответствует значение 
координат х = сі, а во второй х' = сі'. Подставляя данные значе- 
ния координат в предыдущие формулы преобразования, получаем: 

сі' = у( с — V) I, сі = у (с + V) ('. 

После перемножения равенств и сокращения на общий множитель 
легко получаем: 



Искомый закон преобразования координаты х получен: 

*- VI .. *'+ ѴГ 

__________ у х — — • 

V'--?- лЛ--?- 

Для нахождения закона преобразования времени решаем второе 
уравнение относительно і' и подставляем сюда значение х' из первой 
формулы. После несложных алгебраических преобразований прихо- 
дим к искомому результату. Лоренцевы преобразования таковы: 


г = 


х — ѵі 


V 


ѵ 2 


, у' = у, г' = 2 , V 


і-*х 

с 


лГ 


V 2 

Л 1 " 


( 1 . 2 ) 


Образные преобразования получим, обращая знак у скорости V: 

х' + Ѵі' 


х = 


У 


ѵ 2 

с 2 


, у = у', г = г', і = 


у 

і' + 


V 


ѵ 2 

С 2 


(1.3) 


Знак «плюс» выбран для у по следующим соображениям. Знак «минус» для коор- 
динаты означал бы просто другой выбор направления оси Ох, а в формуле для пре- 
образования времени I — обратный ход времени в штрихованной системе. Но время 
однонаправленно, инерциальных систем с обратным ходом времени не существует, 
поэтому смысла знак «минус» не имеет. (Однако в микромире «минус» находит 
толкование для античастиц.) 


Полученные преобразования координат Лоренца (1.2) и (1.3) иг- 
рают фундаментальную роль в СТО и всей релятивистской физике, 
ибо они в аналитической форме выражают принципы Эйнштейна. 
Что же^ касается используемых в классической механике преобра- 
зований Галилея (1, § 3), то они являются предельным случаем этих 
более общих преобразований Лоренца. Формулы (1.2) при с = оо 
(т. е. V <Сс) переходят в классические — галилеевы! 

X' = X — Ѵі, у' = у, г' = г, і' = і. 
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Если бы существовали бесконечно 
быстрые сигналы, то их можно бы- 
ло бы использовать для регулиров- 
ки часов и преобразовывать время 
тождественно. Но бесконечно быст- 
рых сигналов в природе нет, и осу- 
ществить такую синхронизацию 
часов невозможно. Однако в по- 
давляющем большинстве случаев, 
с которыми сталкивается механи- 
у 

ка, отношение — = В — очень ма- 

С г 

лая величина; в приближении пре- 
образования Лоренца переходят 
в преобразования Галилея. Поэто- 
му последние достаточно правиль- 
но отражают ^пространственно-временные соотношения для медлен- 
ных движений по сравнению со скоростью распространения света. 
Для движений, у которых скорость сравнима со скоростью света, 
преобразования Галилея, а также некоторые законы ньютоновой 
механики становятся неверными. Соотношения между инерциальны- 
ми системами отсчета в этом случае должны определяться формулами 
преобразований Лоренца. 

Итак, условие V < с качественно определяет границу между клас- 
сической и релятивистской областями. 

Построим график величины у, входящей в формулы (1.2) и (1.3). 
Область скоростей, в которой график в пределах доступной или инте- 
ресующей нас точности не отличается от прямой, будет классической 
(для механики макротел условно, например ѵ < 100 км/с), далее 
следует релятивистская область. В ряде случаев выделяют также 
квазирелятивистскую область ( аЬ ), в которой величина у отлична 
от /, но не превышает 2 (рис. 1.5). В таком случае релятивистская об- 
ласть лежит за точкой Ь. 

Переход формул из одной теории к формулам другой, менее об- 
щей, но применяющейся в качестве фундаментальной для широкого 
круга явлений, связывают с принципом соответствия между физиче- 
скими теориями. Согласно этому принципу более общие теории со- 
держат менее общие в качестве своих предельных случаев, дающих 
простые универсальные модели для описания физических явлений 
в соответствующих областях. Так, классическая механика содержит- 
ся в релятивистской, но имеет самостоятельное значение в своей 
предметной области. 



§ 2. Основные кинематические следствия преобразований 

Лоренца 

2.1. Длины движущихся отрезков и промежутки времени по дви- 
жущимся часам. Остановимся на важнейших выводах, которые вы- 
текают из преобразований Лоренца и уточняют кинематические 
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понятия классической механики. Отсутствие в природе бесконечно 
быстрых сигналов заставляет критически проанализировать понятия 
длины или расстояния между двумя точками, в которых произошли 
некоторые события, и промежутка времени между моментами двух 
событий в различных инерциальных системах. Прежде всего напом- 
ним, что элементарным механическим событием мы называем по- 
падание материальной точки в точку пространства с координатами 
х, у, г в момент времени і. Событие инвариантно по отношению ко 
всем системам отсчета, т. е. если оно происходит в какой-то одной из 
них, то происходит и во всех других, но координаты и момент времени 
его, разумеется, другие. 

Понятие события распространяется на все физические явления. 
Под ним следует понимать любое физическое явление, происходящее 
в данной точке пространства в данный момент времени. Оно проис- 
ходит во всех системах отсчета. В качестве примера события приве- 
дем вспышку света, выстрел, распад элементарной частицы. Поня- 
тие точечного события является абстракцией; реальное событие все- 
гда имеет некоторую пространственную и временную протяженность 
и может рассматриваться как точечное только приближенно. Любой 
физический процесс есть некоторая последовательность точечных 
событий. 

Пересмотр очевидных классических представлений о длине отрез- 
ков и продолжительности процессов как величин абсолютных связан 
с необходимостью уточнения способа измерения расстояний и вре- 
мени, приведения их в соответствие с физически осуществимыми 
способами измерения данных величин. Именно это и сделано в СТО. 

Рассмотрим вопрос об измерениях подробнее. Экспериментаторы располагают 
в каждой инерциальной системе следующим: для пространственных измерений имеют- 
ся эталоны — твердые стержни, а для измерений времени — неограниченное число 
часов, идущих совершенно одинаково. При этом эквивалентность пространственных 
и временных эталонов распространяется в силу принципа относительности на все 
инерциальные системы. Опираясь на постулаты о геометрических свойствах про- 
странства (непрерывность, евклидовость и т. д.), в любой ИСО можно осуществить 
с помощью измерений длин и углов определение координат каждой точки (измере- 
ние длин осуществляется для неподвижных отрезков наложением масштаба). 

Ход времени во всех ИСО согласно постулату о равноправии систем эквива- 
лентен, т. е. время во всех системах непрерывно, однонаправленно и т. д. 

Пусть в каждой точке пространства находятся часы. По этим часам и должен 
определяться момент времени события, происходящего в данной точке. Для того 
чтобы это время было не местным, а общим для всей системы, необходимо синхрони- 
зировать ход часов. Здесь возможны два способа. Первый: собрать часы в одну 
точку, установить на них одинаковые показания и затем распределить их по всей 
системе. При таком способе предполагается, что перенос часов (сообщение им уско- 
рения) не оказывает влияния на их ход. Каких-либо научных оснований для такой 
гипотезы не имеется, и такой способ синхронизации следует забраковать. Второй 
способ, не требующий введения новых гипотез, состоит в посылке сигналов точного 
времени. (Как известно, этот способ является основным и в практической службе 
времени.) На основе опыта в принципе постоянства скорости света утверждается, 
что световые (электромагнитные) сигналы по всем направлениям в инерциальной 
системе распространяются с одинаковой скоростью. Синхронизированные показания 
всех часов системы получим, если в момент і = 0 из начала координат пошлем сигнал, 

а в момент получения сигнала на любых часах поставим время і\ = — , где г — 

расстояние часов от начала координат. (Так мы уже поступали в предыдущем па- 
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раграфе.) Таким образом можно установить время для данной системы отсчета 
и получить возможность событию однозначно сопоставить четыре числа х и г I оп- 
ределяющие его место и время ’ у ' ' ' 


Длины неподвижных отрезков измеряются наложением эталон- 
ного масштаба. Для движущегося отрезка измерение методом нало- 
жения не годится, так как придется вводить гипотезу о независимо- 
сти длины эталона от скорости движения, являющуюся произволь- 
ной. Для определения длины движущегося отрезка достаточно опре- 
делить положение его концов для одного и того же момента времени. 
Расстояние между этими точками и является длиной движущегося 
отрезка в системе, где концы отрезка фиксировались. При таком 
способе измерения не возникает необходимости вводить какие-либо 
дополнительные допущения. Вышеописанные способы определения 
координат и времени, а также измерение длины движущегося отрезка 
находятся в полном соответствии с законами физики и практикой 
измерений этих величин. 

Определим теперь длину отрезка в двух системах: в одной он дви- 
жется, а в другой покоится. Пусть отрезок длиной I покоится вдоль 
оси Ох нештрихованной системы. Координаты его начала и конца 
для любого момента времени в этой системе будут х\, Х2 = Х\ -(- / 
Для определения длины отрезка в штрихованной системе, относи- 
тельно- которой он движется со скоростью — V, найдем координаты 
хі и х' 2 для одного и того же момента времени. Для этой цели поль- 
зуемся формулами (1.3). Полагаем в первой из них і' = 0 и находим: 



х' 2 = ( х , + /) гд/ 1 


Отсюда следует, что 

1 ' = 'V 1 (2.1) 

Длина отрезка сокращается пропорционально множителю 


с 

Итак, пространственные расстояния не являются инвариантами 
преобразовании Лоренца, они изменяются при переходе от одной 
инерциальнои системы к другой. Равноправие обеих систем выра- 
жается здесь в том, что измерение длины отрезка, покоящегося 
вдоль оси О х' штрихованной системы, в нештрихованной системе 
дает тот же результат — отрезок оказывается укороченным пропор- 
ционально множителю у 1 — 

ѵ с 2 

Рассмотрим, как будут восприниматься промежутки времени меж- 
ду двумя событиями с точки зрения различных ИСО. Определим 
в нештрихованной системе, какую величину имеет промежуток вре- 
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мени между двумясобытиями, происходящими в одной и той же точ- 
ке х' штрихованной системы. Для первого события часы, покоящиеся 
в точке х штрихованной системы, показывают 1\, а для второго 
Используя последнюю формулу (1.3), получаем: 



Отсюда следует, что 



( 2 . 2 ) 


Промежутки времени тоже приобретают относительный характер. 
Об этом образно говорят, как об изменении хода часов при их дви- 
жении. движущиеся часы идут медленнее, нежели покоящие- 
ся. Замедление хода часов происходит пропорционально множителю 

= ■ Но суть дела не в том, что движение системы влияет 



на ход процессов, происходящих в ней, и на ход часов, а в относитель- 
ном характере промежутка времени: продолжительность процесса, 
или промежуток времени между двумя событиями, наименьший в той 
системе, в которой события происходят в одной и той же точке про- 
странства. Этот промежуток называется собственным временем А т: 

А т = А /У 1 --р-. (2.3) 

Промежуток времени А I между этими же событиями во всех дру- 
гих системах, где они происходят в разных точках пространства 
(вместе с движущимся телом), всегда больше собственного времени. 

Понятие одновременности двух событий, имевшее в классической 
физике абсолютный характер, на самом деле таковым не является. 
Если в какой-либо инерциальной системе события одновременны, то 
в другой, движущейся относительно первой, им соответствуют разные 
моменты времени. Об этом уже говорилось ранее, а сейчас неодно- 
временность событий вытекает из формул преобразования времени. 
Пусть два события были одновременны в нештрихованной системе, 
т. е. 1 2 =і\. По формулам (1.3) имеем: 

б — 1\ + ~2-(х' 2 — Х\) 


откуда 

М' =^т{х\ — х' 2 ). 
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Кроме того, с точки зрения первой системы часы во второй идут не- 
синхронно: показания часов, как это видно из (1.3), зависят от их 
координаты х' . 

Современная физика получила прямое экспериментальное под- 
тверждение изменения промежутков времени в зависимости от ско- 
рости движения. Продолжительность жизни элементарных частиц — 
мюонов зависит от их скорости, и эта зависимость имеет ясно вы- 
раженный релятивистский характер, т. е. соответствует формулам 
(2.3). Существуют и другие подтверждения эффекта, в частности 
прямые эксперименты с движущимися точными часами. 

2.2. Закон сложения скоростей. Пусть некоторая материальная 
точка движется и наблюдается в штрихованной и нештрихованной 
системах. Скорость ее в проекциях на оси выражается следующим 
образом: 




сіг' 

1і г ’ 


Ѵ х 




сіг 

ИГ ' 


С помощью преобразований Лоренца легко находим связь между 
скоростями в разных системах: 


+ У 


1 + 




Ѵ г — 




(2.4) 


Для светового сигнала, например, распространяющегося по оси Ох, 
получим: 


ІІ = 


с + V 


+ 


сѴ 

л 


= с, 


что согласуется, конечно, с принципом постоянства скорости света. 

Классическая формула скоростей (1.1), вытекающая из преобра- 
зований Галилея, является частным случаем релятивистских формул 
(2.4) при с = оо . 

2.3. Пространственно-временной интервал. Как пояснено в преды- 
дущем параграфе, промежутки времени и расстояния не являются 
инвариантами преобразований Лоренца, они имеют разные значения 
в различных инерциальных системах отсчета. Вместо двух этих ве- 
личин, являющихся абсолютными в классической физике и носящих 
относительный характер в СТО, важнейшим инвариантом в теории 
относительности выступает величина, называемая пространственно- 
временным интервалом. 

Существование инварианта самым непосредственным образом вы- 
текает из принципа постоянства скорости света. Пусть в момент 
1 = 1' = 0 в общем начале координат производится световая вспыш- 
ка и в каждой системе в силу принципов относительности и постоян- 
ства скорости света распространяется сферическая световая волна, 
фронт которой удовлетворяет уравнениям 

х 2 + у 2 + г 2 — с 2 і 2 = 0, х' + у' 2 -(- г’ 2 — с 2 Г 2 = 0. 
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Отсюда следует, что квадратичная форма 
х 2 + у 2 + г 2 — с 2 1 2 

во всех инерциальных системах имеет для светового сигнала одно 
и то же значение (в данном случае равное нулю). Инвариантность 
указанной квадратичной формы можно проверить для любых двух 
событий путем непосредственной подстановки значений нештрихо- 
ванных величин, взятых по формулам лоренцевых преобразований 
(1.2) или (1.3). Пусть теперь х\, у\, г\, і\ и х 2 , у 2 , г 2 , і 2 — координаты 
и времена каких-либо двух событий в данной системе отсчета. Про- 
странственный интервал между событиями равен: 

У' (х 2 - X ,) 2 + (у 2 - у ,) 2 -|- (22 - 2 |) 2 , 

а временной: і 2 — і\. 

Составим квадратичную форму в виде 

(А 5) 2 = -с 2 {1 2 - 1 { ) 2 + (Х 2 - X,) 2 + (У 2 - у,) 2 + (22 - г,) 2 (2.5) 

и назовем А 5 пространственно-временным, интервалом между рас- 
сматриваемыми событиями. Непосредственная проверка инвариант- 
ности квадратичной формы (2.5) по отношению к преобразова- 
ниям (1.2) не представляет каких-либо затруднений. Инвариантен, 
следовательно, и интервал А 5. 

Квадрат пространственно-временного интервала (2.5) может 
быть положительным и отрицательным числом. В первом случае ин- 
тервал называется пространственноподобным, во втором — времени- 
подобным. События, разделенные пространственноподобным интер- 
валом, отстоят друг от друга на таком большом расстоянии и сле- 
дуют друг за другом так быстро, что световой сигнал за этот про- 
межуток времени успевает пройти меньшее расстояние, нежели рас- 
стояние между точками, где произошли события. В этом случае 
среди инерциальных систем всегда найдется такая, в которой оба 
события будут одновременны, т. е. 1' 2 = і\. Пространственно-вре- 
менной интервал в этой системе совпадает с расстоянием между 
точками, в которых происходили события в один и тот же момент 
времени. События, причинно связанные друг с другом, не могут 
быть разделены пространственноподобным интервалом, так как в 
этом случае существовали бы физические взаимодействия, распро- 
страняющиеся со скоростью, большей с. 

Для времени-подобного интервала расстояние между точками, 
в которых происходят события, меньше того расстояния, на которое 
успевает распространяться световой сигнал за промежуток времени 
разделяющий события, т. е. (х 2 - х,) 2 + (у 2 - у,) 2 + (г 2 - г,) 2 < 

< («2 — (\) С . 

Среди инерциальных систем найдется такая, в которой оба собы- 
тия происходят в одной точке и инвариантная величина интервала 
будет пропорциональна времени, протекающему между событиями 
в этой системе. Все причинно связанные события разделены времени- 
подобными интервалами. Последовательность этих событий во вре- 
мени одинакова во всех инерциальных системах. 
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Вместо инвариантной величины А 5, определяемой формулой 
(2.5), вводят другой инвариант преобразований Лоренца: 

(А т) 2 = (1 2 - /,) 2 - -^[(х 2 - X,) 2 + (у 2 - </,) 2 + (г 2 - 2 ,) 2 ] . (2.6) 

Когда А т 2 < 0 — интервал пространственноподобный, а при А т 2 > 
>0 — времени-подобный. В, о втором случае найдется инерциальная 
система, в которой интервал совпадает с промежутком времени, про- 
текающим между событиями, происходящими в одной точке, т. е. 

Ат = 1' 2 — і\. 

Это собственное время, выраженное формулой (2.3). 

Сказанное относительно конечных пространственно-временных 
интервалов полностью справедливо и для событий, разделенных 
бесконечно малыми интервалами. Бесконечно малый интервал мо- 
жет быть охарактеризован инвариантами 

(18 2 — сіх 2 -+- сіу 2 -(- йг 2 — с 2 сіі 2 , (2.7) 

йх 2 = (II 2 — -^-(йх 2 + сіу 2 сіг 2 ). (2.8) 

В этих формулах и везде далее приняты следующие сокращен- 
ные обозначения (сі8) 2 = сІЗ 2 , (сіх) 2 = сіх 2 и т. д. Из сравнения инва- 
риантов (2.7) и (2.8) вытекает формула 

1 18 = іссіт. (2.9) 

Рассмотрим движение материальной частицы по некоторой траек- 
тории. Движение можно трактовать как непрерывную последова- 
тельность событий — попадания движущейся частицы в соответ- 
ствующие моменты времени в разные точки траектории. Интервалы, 
разделяющие эти события, времени-подобны: 

сіх 2 + сіу 2 + йг 2 = ѵ 2 (і1 2 (ѵ < с). (2.10) 

В системе координат, которая в данный момент имеет такую же 
скорость, как и частица, т. е. в которой частица покоится, сіх сов- 
падает с бесконечно малым промежутком времени сП' между сосед- 
ними событиями. Инвариантную величину сіх называют элементом 
собственного времени движущейся частицы. Связь между элемента- 
ми собственного времени и временем в системе отсчета, по отношению 
к которой рассматривается движение частицы, получаем из (2.8) : 

йх = аіл] (2.11) 

Итак, теория относительности не отрицает существование аб- 
солютных величин. Как и в классической механике, -в ней есть ин- 
варианты, не зависящие от выбора инерциальной системы отсчета. 
Теория, однако, устанавливает, что важнейшие инварианты клас- 
сической механики — пространственные интервалы и промежутки 
времени — в действительности таковыми не являются. Инвариантом, 
соответствующим современному уровню знаний о свойствах прост- 
ранства и времени, является пространственно-временной интервал. 
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§ 3. Четырехмерное пространство. 
Четырехмерные векторы 


3.1. Геометрическая интерпретация преобразований Лоренца. 

Пространственно-временной интервал (2.5) в силу инвариантности 
по отношению к преобразованиям Лоренца может быть интерпрети- 
рован как расстояние между двумя точками в некотором четырех- 
мерном пространстве с координатами 

*о = Ш, х\ = х, х 2 = у, Хз = г. (3.1) 

Образуем пространственно-временной интервал, разделяющий 
событие, происшедшее в начале координат в момент і = 0, и событие, 
имеющее координаты х 0 , х и х 2 , х 3 . По формуле (2.5) имеем: 

5 2 = - Л» +> + *» + *«. 

А теперь будем считать 5 2 квадратом длины радиус-вектора точ- 
ки М ( Хо , Хі, х 2 , Хз) в четырехмерном пространстве (сокращенное 
название — 4-пространство). Сам вектор обозначим х а , где 
а = 0, 1, 2, 3, а квадрат его модуля х а х а . Последний в новых 
обозначениях запишем так: 

х а х а = 8 = с 2 ( 2 х 2 -\- у 2 -\- г 2 = х о + я? + хі + х 2 . (3.2) 

Заметим, что греческий индекс употребляется далее везде, 
где индекс принимает указанные четыре значения: а = 0, 1, 2, 3. 
В остальных случаях в курсе используется латинский индекс. От 
известного нам выражения скалярного произведения двух обычных 
векторов в прямоугольных декартовых координатах формула (3.2) 
отличается знаком минус при первом слагаемом — произведении вре- 
менных проекций четырехмерного радиус-вектора. Эта особенность 
отличает введенное 4-пространство от евклидового пространства, 
где все произведения входят со знаком «плюс». В геометрии 
такое пространство называется вещественным псевдоевклидовым 
пространством индекса /, а в физике часто пространством Мин- 
ковского. 

Для того чтобы пользоваться обычным правилом нахождения 
скалярных произведений в этом пространстве, временную проек- 
цию (или координату) вектора снабжают мнимой единицей (что и 
сделали в формуле (3.1)). 

Основная цель введения 4-пространства состоит в применении 
хорошо разработанного математического аппарата тензорного исчис- 
ления в СТО. Именно этот аппарат оказался наиболее адекватным 
законам и соотношениям данного раздела физики. 

Преобразования Лоренца, переводящие координаты точки 
4-пространства из одной инерциальной системы в другую и сохра- 
няющие неизменным 5 2 , т. е. квадрат модуля четырехмерного ра- 
диус-вектора точки, интерпретируются как поворот осей прямоуголь- 
ной системы координат. Этот поворот в 4-пространстве определяется 
матрицей величин, играющих роль обычных направляющих косину- 
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сов при повороте осей в трехмерном пространстве: 


Л 


. V 




л/' - 4 - л/> 


О 

о 


о 

о 


о о 


о о 


1 о 

О 1 


( 3 . 3 ) 


(здесь V — скорость движения штрихованной системы в нештри- 
хованной). Нетрудно убедиться, что преобразования Лоренца вы- 
ражаются теперь матричными формулами поворота осей х' = АХ, 
где X — однорядная матрица 

Хо 
X | 

*2 
Хз 

3 

Ха == ^ А а рХ{і, ( 3 . 4 ) 

р=0 


X = 


или 


причем «старой» системой является нештрихованная. 

Можно рассматривать и обратное преобразование. При этом 
матрица обратного преобразования А - получится из А путем 
смены знака при V. 

Как уже указывалось, пространство Минковского не является евклидовым 
пространством, поэтому оно не изображается достаточно полно и наглядно на 
рисунках и графиках в евклидовой плоскости листа бумаги. Однако с учетом не- 
полного соответствия изображения к нему все же прибегают. Рассмотрим две 
оси Осі и Ох і на плоскости чертежа (рис. 3.1). Условимся, что С = 0 для начал 
всех рассматриваемых процессов и первых из пар событий. В таком случае все 
времени-подобные интервалы лежат внутри вертикального угла, образованного бис- 
сектрисами СС около оси Осі. Это область событий, которая может соотноситься 
с началом координат (первым событием) как следствие с причиной. 

Рассмотрим некоторую прямую ОМ в указанной области. Она состоит из точек, 
каждая из которых изображает событие (соответствует месту в пространстве х 
и моменту времени I) . Прямую ОМ интерпретируют как мировую линию, т. е. как траек- 
торию движения так называемой мировой точки. Мировая линия состоит из точек, 
последовательно изображающих события, каждое из которых в свою очередь является, 
например, пребыванием материальной точки в точках физического пространства 
х, у, г в момент времени I. Все мировые линии, соответствующие реальным движе- 
ниям, имеют углы наклона к Ох о, удовлетворяющие условию 


1 8ф = 


йх\ 

йсі 


1 йх 
с <11 



(3.5) 


т. е. лежат внутри указанного угла. Биссектрисы же СС соответствуют мировым 
линиям световых сигналов. Учитывая (неизображенные) координаты у и г, говорят 
о световом конусе, разделяющем пространство событий на две области: область 
внутри конуса, которая соответствует области реальных движений, и область вне 
светового конуса, где скорость движений превышает с. 

В заключение параграфа отметим, что геометрическая интерпретация обычно рас- 
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сматривается как удобный математический 
прием. Однако присоединение временной 
координаты на «равных правах» к прост- 
ранственным имеет глубокий физический 
смысл: оно возможно при наличии связи 
между пространством и временем. Мы вос- 
принимаем окружающие нас физические 
явления как происходящие в трехмерном 
пространстве в различные моменты време- 
ни. С точки. зрения четырехмерного прост- 
ранства событий мир в любой момент вре- 
мени I нами воспринимается как «сечение» 
с этого пространства трехмерной «плоско- 
стью» хо= сопзі. Рассматривая рисунок 3.1, 
замечаем, что «трехмерный покой» мате- 
риальной точки соответствует движению 
мировой точки параллельно оси Осі. Воз- 
вращение движущейся материальной точки 
в некоторую точку физического простран- 
ства в 4-пространстве есть возвращение 
ее на прямую, параллельную оси Ох 0 . Воз- 
вращение же назад, в некоторую точку 4-пространства, означающее возвращение 
к прошлому моменту времени, требует нарушения неравенства (3.5), т. е. движения 
со скоростью, превышающей с, что привело бы к нарушению причинно-следственной 
связи между явлениями. 

3.2. Четырехмерные векторы. Выше введен 4-вектор х а , 
являющийся радиус-вектором точки в четырехмерном псевдоевкли- 
довом пространстве. Кроме 4-радиус-вектора, существуют и другие 
4-векторы. 

Они представляют собой совокупности четверок величин, пре- 
образующихся при переходе от одной инерциальной системы коор- 
динат к другой по формулам (3.4) с помощью матриц А. Выяв- 
ление таких величин позволяет придать ряду физических законов 
заведомо инвариантную форму, одинаковую во всех инерциальных 
системах отсчета и поэтому соответствующую принципу относитель- 
ности Эйнштейна. 

Рассмотрим вектор 4-скорости, который определим формулой 

Ух , і . . 

Ѵа -~~ЛГ- ( 3 - 6 ) 


Так как дт — элемент собственного времени — инвариантная вели- 
чина или скаляр преобразования Лоренца, а дх а — 4-вектор, 
то — 4 -вектор. 

Для проекций этого вектора имеем: 



Скалярный квадрат 4-скорости вычисляется по правилу скалярного 
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произведения: 


ѵ«ѵ а ^— г Н = - с 2 . - ' (3.8) 

1 ѵ | ѴГ 4 ' 

~<Г ~?~ 

ин, как и должно быть, скаляр. 

Существуют, кроме названных двух, и другие четырехмерные 
векторы. Они встретятся в релятивистской динамике (глава II) 
и далее в электродинамике. 

Укажем, что пространственные составляющие 4-вектора яв- 
ляются обычными трехмерными векторами, поэтому удобна следую- 
щая сокращающая запись 4-векторов: х а = (ісі, г), 



Вычисления скалярных произведений при такой записи сокра- 
щаются, так как используются готовые формулы векторной алгебры 
для пространственных частей. Например, 

Г 2 2 

ѵ а ѵ а = -+ ц й . 

і-4 1- — 

С 2 с 2 

В заключение заметим, что объединение пространственных и 
временных координат позволяет математически наиболее кратко и 
исчерпывающе выразить свойства реального пространства и времени, 
а также свойства инерциальных систем отсчета, отражаемых преоб- 
разованиями Лоренца. Преобразования Лоренца в таком случае сое- 
динены воедино с геометрической моделью четырехмерного прост- 
ранства-времени, так как переход от системы к системе рассматри- 
вается как поворот осей координат. 

Пример 3.1. Преобразования 4-вектора скорости. По формуле преобразова- 
ний векторов (3.7) имеем для проекций 4-скорости: ѵ'* = І АацОр, или подробно 

0 = 0 
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Подставляя в три последние формулы 


лА 


из первой, окончательно полу- 


V 

г 


чаем уже известные формулы преобразования скоростей (2.4): 



Заметим, что инвариант 4-скорости можно находить в любой инерциальной системе 
отсчета, в том числе и в той, в которой в данный момент частица покоится: 
здесь ѵ х = ѵ у = ѵ г = 0 и 

ѴаѴ„ = ѴоѴо = — С 2 . 


Упражнения к главе I 

!„• Вывести преобразования Лоренца, исходя из следующих линейных преобразо- 

ВЭНИИ! 

х' = а (х — V I), 

<' = р/ + ух, 

где а, р, у — функции скорости ѵ, и инвариантности уравнения сферической световой 
волны 

(О 2 + (і У 'У + (г ') 2 - с 2 (О 2 = а : 2 + у 2 + 2 2 - сН\ 

2. Записать матрицу преобразований Лоренца для перехода от штрихованной 
системы к нештрихованной (обратные преобразования по отношению к (3.3)). 

3. В верхних слоях атмосферы рождается мюон, движущийся со скоростью 
ѵ = 0,99 с. До распада он успевает пролететь 5,00 км. 

а) Каково время жизни мюона, наблюдаемое нами, и чему оно равняется 
в системе координат, в которой мюон покоится? 

б) Чему равна толщина слоя атмосферы, пройденного мюоном, измеренная 
в его «собственной» системе координат? 

4. Световой сигнал распространяется в некоторой системе вдоль оси Оу. Найти 
проекции и модуль его скорости в другой системе. Вычислить угол, на который 
отклоняется свет от оси О' у' (угол аберрации) . 

5. Согласно принципу причинности событие, являющееся следствием, должно 
наступать после события, являющегося причиной. Показать, что инвариантность 
порядка событий обеспечивается преобразованиями Галилея и Лоренца. 

6. Рассмотреть ограничения, накладываемые на причинно-следственные связи 
конечным характером скорости распростра'нения взаимодействий. 

7. Каким образом устанавливается одновременность двух событий? 

8. Пользуясь преобразованиями Лоренца, найти условия, при которых понятие 
одновременности инвариантно. 

9. Установить постоянство размеров тела в перпендикулярном направлении дви- 
жению. 

10. Вывести формулу преобразования объема тел при движении. 

11. На плоскую поверхность под углом ф падает пучок параллельных световых 
лучей. Перпендикулярно поверхности перемещается тело. Какова скорость движения 
тени тела? Может ли она быть больше световой? Рассмотреть другие случаи, 
при которых скорость некоторой геометрической точки больше световой. 

12. Два источника света движутся с релятивистскими скоростями ѵ\ и ѵг 
навстречу друг другу. Определить скорость сближения источников, скорость сближе- 
ния их излучений, скорость одного источника относительно другого и скорость 
излучения, приходящего к одному источнику от другого. 

(Скорость сближения — это скорость уменьшения расстояния между объектами 
в некоторой системе, не связанной с объектами.) 
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ГЛАВА II. РЕЛЯТИВИСТСКАЯ ДИНАМИКА 

Изучаемые в классической механике взаимодействия макро- 
скопических тел, если они моделируются материальными точками, 
приводят к единственному результату — ускоренному движению. 
Динамические уравнения движения и их решения составляют поэто- 
му главное содержание классической механики материальной точки 
и системы точек. В релятивистской области основное уравнение ди- 
намики = Р получает релятивистское обобщение, однако область 

практических применений уравнения сравнительно узка: в окружаю- 
щем нас ближайшем мире макроскопические тела не движутся 
с релятивистскими скоростями, а релятивистское движение микро- 
частиц во многих случаях не описывается в рамках релятивистского 
уравнения динамики потому, что микрочастицы не движутся по опре- 
деленным траекториям, не имеют определенных скоростей, а также 
претерпевают взаимные превращения, исчезают одни и возникают 
другие частицы. Лишь в частных случаях движения в так называе- 
мой квазирелятивистской области, например движения заряженных 
частиц в макроскопическом электромагнитном поле, релятивистское 
дифференциальное уравнение движения и изученная выше схема опи- 
сания движения дают исчерпывающий результат: по заданной силе 
находится кинематическое уравнение. Описание же явлений, проис- 
ходящих в системе с помощью законов сохранения универсальных 
динамических величин — энергии, импульса, момента импульса, — 
возможно в самом общем релятивистском случае взаимодействия. 
По этой причине для релятивистского движения особо важное значе- 
ние приобретают динамические величины и законы их сохранения. 

§ 4. Энергия, импульс и момент импульса свободной 
изолированной частицы и системы частиц 

4.1. Обсуждение метода получения динамических соотношений 
в СТО. Выше рассматривались изменения, вносимые СТО в кине- 
матические понятия координаты, времени механического события, 
скорости движения материальной точки. Определенные изменения 
постулаты Эйнштейна и преобразования Лоренца должны вызвать 
и в динамике. Это видно из следующих наглядных рассуждений. 

Основное уравнение динамики Р = та при постоянной силе приводит 
к постоянному ускорению и к равноускоренному движению мате- 
риальной точки со скоростью ѵ = оо + аі, которая может стать по 
истечении определенного времени больше световой, что противоречит 
предельному характеру скорости света. Следовательно, в реляти- 
вистской области основное уравнение классической механики не- 
справедливо. Не всегда будет выполняться и третий закон Ньютона, 
так как появился новый физический объект — поле. Взаимодействие 
происходит между материальной точкой и полем, причем на точку 
со стороны поля действует сила, а силы противодействия нет, так 
как сила может действовать только на тела. 
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Рассмотренные примеры показывают, что динамические законы 
и величины в релятивистской механике отличаются от классических. 
Для установления их используем важный для современной физики 
методологический прием: будем отыскивать инвариантные по отно- 
шению к преобразованиям Лоренца соотношения, ибо верные соотно- 
шения должны быть лоренц-инвариантными в силу принципа относи- 
тельности Эйнштейна. В классической механике изучен метод описа- 
ния движения Лагранжа, уравнения Лагранжа. Замечательной осо- 
бенностью уравнений Лагранжа является их инвариантность по 
отношению к любому (непрерывному, однозначному) преобразова- 
нию координат, в том числе и преобразованиям Лоренца. Поэтому 
метод Лагранжа удобен в рассматриваемом случае релятивистского 
движения. Для применения этого метода необходимо составить 
функцию Лагранжа, которая заведомо была бы инвариантом пре- 
образований Лоренца. Тогда получаемые с ее помощью диффе- 
ренциальные уравнения движения будут иметь инвариантную 
форму. 

В классической механике все динамические величины — им- 
пульс, момент импульса, энергия — были введены в связи с преоб- 
разованиями основного уравнения динамики. В релятивистской ме- 
ханике избирается иной путь. С помощью уравнений Лагранжа 
установлено, что сохранение обобщенной энергии и обобщенного им- 
пульса системы материальных точек есть следствие однородности 
времени и пространства, а сохранение момента импульса — изо- 
тропности пространства. Названные фундаментальные свойства 
пространства переносятся в СТО, поэтому мы определим энергию, 
импульс и момент импульса в СТО как сохраняющиеся в силу 
свойств симметрии пространства-времени величины, опираясь на 
метод Лагранжа. 

4.2. Энергия и импульс свободной частицы. Рассмотрим свобод- 
ную от связей и изолированную от внешних полей частицу. (Так как 
механические связи в релятивистской динамике не рассматривают, 
терминологию часто упрощают и называют свободную изолирован- 
ную частицу просто свободной частицей.) Найдем для нее функцию 
Лагранжа. 

Принцип экстремального действия распространяется на реля- 
тивистскую механику при условии, что действие 

5 = $^,(<7*<7**)вИ (4.1) 

является инвариантом преобразований Лоренца. Перейдем от неин- 
вариантного <11 к инвариантному собственному времени точки 
по формуле (2.11): 



В таком случае подынтегральное выражение /. (^Д) примет 
вид: 


(4.2) 


= //(<Ма*)Ѵ 1 — 


267 


и будет инвариантом, если Г'(<?^Д) — инвариант преобразований 
Лоренца. 

В качестве обобщенных координат выберем декартовы коорди- 
наты точки х, у, г, тогда обобщенными скоростями будут ѵ х = х, 
ѵ у = У> ѵ г = г. В силу однородности пространства и времени V 
не может явно зависеть от координат и времени. А в силу изотроп- 
ности пространства скорость может входить в V только по модулю, 
причем в степени не выше второй (см. I, пример 24.1). Инвариант! 
содержащий скорость, нам известен, это ѵ а ѵ а . Кроме того, в V 
должна входить инвариантная масса частицы, измеренная в системе, 
где частица покоится. На основании высказанных соображений 
запишем: 

V = тѵ а ѵ а л]і — = — тс 2 л] 1 — . (4.3) 


Используя функцию Лангранжа (4.3), находим составляющие обоб- 
щенного импульса релятивистской частицы (формула (I, 22.7)): 


к 



1 , 2 , 3 . 


тѵ к 



(4.4) 


Полученная величина и играет роль, аналогичную импульсу в клас- 
сической механике. Она называется релятивистским импульсом. 
В обычных векторных обозначениях релятивистский импульс имеет 
вид: 



(4.5) 


Обобщенную энергию частицы вычислим, используя определение 
функции Гамильтона (I, 22.2): 


откуда 



* ~т^Як 
* = і дчі, 


- I , 



Обобщенная энергия в данном случае называется релятивист- 
ской энергией свободной частицы и обозначается буквой Е\ 



(4.6) 


Для системы свободных невзаимодействующих между собой 
частиц функция Лагранжа записывается как сумма одночастичных 
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функций, что вытекает из увеличения степеней свободы и соответст- 
вующих им обобщенных координат: 


I = - 2 т,с 2 Ѵі -4- (4.7) 

;=і с 

Независимость функций Лагранжа от времени, обусловленная 
однородностью времени, приводит, как это показано в § 22 части I, 
к сохранению релятивистской энергии системы невзаимодействующих 
частиц: 

= сопзі. (4.8) 


Однородность пространства приводит к сохранению релятивистского 
импульса системы: 

п ”*■ 

у ГПіѴі 

,= . — ?-■ 2 =сопз1. ( 4 . 9 ) 

V 1— ?- 

Выводы о сохранении сумм (4.8) и (4.9) Для системы невзаимо- 
действующих частиц тривиальны, так как сохраняются отдельные 
слагаемые — энергии и импульсы свободных частиц. Однако смысл 
их для нас заключается в другом: выводя законы сохранения, мы 
нашли в релятивистской области новые сохраняющиеся величины — 
релятивистскую энергию и релятивистский импульс, отличающиеся 
от классических. 

Пример 4.1. Нахождение связи между релятивистским и классическим 
импульсами. 

Связь релятивистского и классического импульсов устанавливается путем 
предельного перехода к классической области: либо ѵ -*■ 0, либо с->- оо, откуда 

Ііш р = тѵ = р кл . 

С —*■ оо 

Пример 4.2. Нахождение связи между релятивистской энергией и кинетиче- 
ской энергией материальной точки. 

Устанавливаем искомую связь с помощью разложения энергии (4.6) в ряд по 

2 

формуле бинома, где ограничиваемся членом с малым сомножителем : Е = 



Слагаемое тс 2 называется энергией покоя, которая в классической области не про- 
является, так как не изменяется в процессе взаимодействий. 

Пример 4.3. Нахождение связи релятивистской функции Лагранжа с клас- 
сической. 

Аналогично примеру 4.2 устанавливается: 



Слагаемое тс 2 может рассматриваться в этом случае как потенциальная энергия, 
однако как любая константа, прибавляемая к функции Лагранжа, влияния на дина- 
мические уравнения движения не оказывает. 
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4.3*. Момент импульса. В § 22 части I показано, что в силу 
изотропности пространства для замкнутой изолированной системы, 
описываемой лагранжианом I, сохраняется во времени величина: 

2 [п ёгасі?, Ц = сопзі, 

і = 1 


где §габ-Д = і ~ + / 


дѵ х 


ді 

дѵ и 


, т зі — 
+ к 1Ц7 = Р‘ 


вектор импульса свободной частицы. 

Для релятивистской системы невзаимодействующих частиц функ- 
ция Лангранжа должна быть известна; она выражается формулой 

(4.7). Расчет приводит для р, к выражению релятивистского 
импульса. В результате сохраняется величина: 




= сопзі. 


Таким образом, изотропность пространства позволяет ввести 
релятивистский момент импульса частицы: 



(4.10) 


и момент импульса системы — сумму моментов частиц. Момент 
импульса свободных частиц сохраняется во времени. 


При переходе от одной инерциальной системы к другой проекции вектора момента 
импульса преобразуются с помощью матрицы Лоренца (3.3) как составляющие 
тензора второго ранга: 

Ь* = хф к — хф, (4.1 1) 

с индексами і, к = 1,2, 3. 

Это видно из сравнения соответствующих составляющих формулы (4.11) и проекций 
векторного произведения (4.10): 


І 23 = хгр 3 — х 3 рг — ур г — гр у = Ц, 

I* зі = хзр і — Х\рз = грх — хр г = Ц у , 
к\2 = Х\р 2 — Х 2 р 1 = хр у — ур х = І г . 

4.4. Четырехмерный вектор энергии-импульса свободной частицы. 
Формула Эйнштейна. Релятивистская энергия и релятивистский 
импульс объединяются преобразованиями Лоренца в единую вели- 
чину 4-вектор энергии-импульса. Чтобы показать это, образуем 
4-вектор преобразований Лоренца по способу, указанному в § 3: 
умножим 4-скорость на скаляр пг и назовем полученный вектор 
4-импульсом: р а = тѵ а . 

С учетом формулы (3.7), выделяя временную часть (она отве- 
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чает индексу 0 временного измерения), можно записать: 

: тг ' — ' ’ тѵ 


Р О = 




(4.12) 


Пространственная часть 4-вектора р а — вектор р — совпадает 
с релятивистским импульсом. 

Временная часть ро (4.13) связана со второй сохраняющейся для 
свободной частицы величиной — релятивистской энергией (4.6). 
Легко устанавливаем, что 

Ро = 4- < 4ЛЗ > 

Запишем 4-импульс, вводя в его выражение энергию: 


іЕ 

Р° = — , 


Р = 


ѵ-т 


(4.14) 


Определения релятивистского импульса (4.8) и релятивистской 
энергии (4.6) обретают физический смысл в. процессе измерений. 
В макроскопической области кинематическими средствами изме- 
ряется скорость, по взаимодействию — масса, так что формулы для 
энергии и импульса (4.5) и (4.6) применяются и проверяются непо- 
средственно. Величины энергия и импульс представляют собой 
универсальные характеристики тел и микрочастиц в свободном 
состоянии во всей изученной пространственно-временной области, 
в том числе и в микромире. Измерение их, помимо кинематического 
метода, возможно на основе законов сохранения, а также друг через 
друга, потому что имеется универсальная связь между энергией и 
импульсом. 

Для получения этой связи воспользуемся формулами (4.14) и 


образуем скалярный квадрат 4-импульса: + р 2 


2 2 

■тс. 


откуда 


Е = ± с Ѵр 2 + т 2 с 2 . 

В настоящее время известны лишь тела и частицы с т 2 ^ 0, а 
объекты, где т 2 < 0, не обнаружены. Не обнаружены и объекты с 
отрицательной энергией (массой), так что приходим к формуле связи 
энергии и импульса: 


Е = слір 2 + т 2 с 2 . (4.15) 

Общая формула (4.15) часто называется формулой Эйнштейна. Она 
в частном случае т = 0 дает формулу 

Е = ср, (4.16) 

применяемую для частиц без массы покоя. 
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Если р тс, то для таких предельно релятивистских частиц 
также справедлива, но приближенно формула (4.16). 

Если ѵ = 0, то 

Ео = тс 2 (4.17) 

— энергия покоя частицы. Это инвариант преобразований Лоренца. 

С телами, если у них т =/= 0, может быть связана система отсчета, 
в которой частицы обладают только энергией покоя. Но имеются 
и объекты без массы покоя, соответственно с ними нельзя связать 
систему отсчета, так как в последней они просто не существуют, 

т = 0, р = О, Е = 0. К объектам первого рода принадлежат макро- 
скопические физические тела и большинство элементарных частиц. 
Объекты второго рода представлены прежде всего квантами элек- 
тромагнитного поля — фотонами — и, возможно, гравитонами, 
нейтрино. Эти частицы существуют, лишь двигаясь со скоростью с. 

Формула (4.16) выполняется для энергии и импульса макроскопи- 
ческого электромагнитного поля, распределенных в некоторой обла- 
сти пространства. При переходе от одной инерциальной системы 
отсчета к другой 4-вектор энергии-импульса преобразуется в соответ- 
ствии с общей формулой преобразования 4-векторов (3.4): 

з 

Р'а = 2 Л а рРц. 

р=о 

Это значит, что релятивистская энергия и составляющие релятивист- 
ского импульса преобразуются друг через друга, совместно. 

Пример 4.4. Преобразование энергии и импульса. 

Пусть в штрихованной системе покоится частица с массой т. Четырехмерный 
вектор энергии-импульса здесь имеет проекции р' 0 = ітс, р\ =0, рі = 0, р'з = 0. 
С помощью формул (3.4) и матрицы (3.3) имеем: 



откуда энергия частицы в нештрихованной системе выражается формулой 



Имеет место и составляющая релятивистского импульса р х . 


4.5. Классическая и релятивистская области. Масса покоя и 
релятивистская масса. Формула (4.6) дает критерий для разграни- 
чения взаимодействий в классической и релятивистской областях. 
Если »<Сс, то выражение для энергии разлагаем по степеням 

(» V 

; ограничиваясь первым слагаемым, получаем: 


малой величины 


Е - тс 2 ( 1 V) Т ~ тс 2 + 
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2 


(4.18) 


Полная энергия материальной точки складывается из энергии 

'2 

покоя, пропорциональной массе т, и кинетической энергии Т = . 


Важно, что < тс 2 , поэтому в классической области измене- 


ния энергии при взаимодействии малы по сравнению с энергией 
покоя и масса сохраняется. Однако в релятивистской области кине- 
тическая энергия может быть сравнима с энергией покоя, а может 
и превышать ее в любое число раз. В таком случае закон сохранения 
энергии не будет препятствовать образованию новых частиц с пере- 
ходом энергии движения в энергию покоя. Опыт показывает, что в 
релятивистской области при взаимодействиях элементарных частиц 
масса их не сохраняется. Это означает, что энергия покоя может пере- 
ходить в энергию движения и наоборот. 

Иногда вводят движущуюся, или релятивистскую массу, при- 
давая релятивистскому импульсу (4.5) классический вид: р = тѵ. 
Для этого определяют релятивистскую массу соотношением 


т 


(4.19) 



С введением релятивистской массы т г (ранее введенная масса т 
именуется массой покоя) зависимость между энергией и массой 
(4.6) и (4.17) для движущегося и покоящегося объектов становится 
единой: Е = т г с 2 . 

Релятивистская масса зависит от скорости и не является инва- 
риантной величиной, что делает ее применение ограниченным, особен- 
но для элементарных частиц, где масса покоя является одним из 
важнейших параметров частицы. 

Итак, в классической области кинетическая энергия (приближен- 
но) выражается формулой 



в релятивистской: 

Т = Е — тс 2 — сѴ Р 2 + т 2 с 2 — тс 2 . 

В предельно релятивистской Т ж Е ж ср, причем связь ее с реляти- 
вистским импульсом определяется формулой, справедливой и для 
безмассовых частиц. По этой причине об энергии квантов электро- 
магнитного поля говорят иногда как о кинетической энергии. 

§ 5. Законы сохранения в системе взаимодействующих частиц 

5.1. Релятивистская модель взаимодействия. Понятие о поле. 

В классической механике взаимодействие между материальными 
точками понимается как дальнодействие: система состоит только из 
тел, моделируемых материальными точками, и действие тел друг 
на друга осуществляется на расстоянии, передаваясь мгновенно. 


10 Курс теоретической физики 
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СТО уточняет характер передачи взаимодействия, вводя не только 
предельную скорость с, но и переносчика взаимодействия — реально 
существующее материальное поле. 

Необходимо различать передачу взаимодействия посредством 
поля в макромире и микромире. В макромире применяется полевая, 
или квазирелятивистская, модель материи и взаимодействия: в си- 
стему входят тела и непрерывное поле, передающее взаимодействие 
между телами. В микромире применяется квантово-релятивистская 
модель: в систему входят только микрочастицы, в том числе кванты 
полей. В квазирелятивистском случае число материальных точек 
в системе и их масса сохраняются; в квантово-релятивистском — 
число частиц и их масса может изменяться в результате взаимодей- 
ствия. 

Проведем подробный анализ взаимодействия для макроскопиче- 
ского случая. Квазирелятивистская модель системы содержит мате- 
риальные точки и непрерывное поле. Взаимодействие же есть близко- 
действие, т. е. действие поля на материальную точку в той геометриче- 
ской точке поля, в которой материальная точка находится. Одно 
тело действует на другое не непосредственно, а через поле, которое 
создает вокруг себя. 

Поле распространяется в пространстве с конечной скоростью, не 
большей скорости света с. 

В классической механике понятие поля использовалось, однако 
оно имело чисто математический характер, так как никакому мате- 
риальному объекту в пространстве силовое поле не соответствовало. 
Рассматривалась сила, действующая на материальную точку со 
стороны других точек, как функция координат точки пространства. 
В релятивистской же механике схема взаимодействия изменяется 
принципиально — поле входит в систему как материальный объект, 
обладающий энергией и импульсом, распределенными по простран- 
ству непрерывно (макроскопическое поле занимает большие области 
пространства). Взаимодействие в системе состоит в непрерывном 
обмене импульсом и энергией между материальными точками и 
полем. 

В природе известны два макроскопических поля: электромагнит- 
ное и гравитационное. Оба они входят в соответствующие системы 
взаимодействующих материальных объектов. Так, гравитационное 
поле связывает между собой любые макроскопические тела, про- 
являясь прежде всего в силе всемирного тяготения. Электромагнит- 
ное же поле входит в систему электрически заряженных тел или 
частиц. Однако при изучении первых и вторых систем выясняется 
их значительное отличие друг от друга. 

Подавляющая часть проявлений гравитационных взаимодейст- 
вий в окружающем нас мире на Земле и в Солнечной системе укла- 
дывается (хотя и в приближении) в схему классической механики, 
тогда как электромагнитные взаимодействия в большинстве случаев 
носят релятивистский характер. Поэтому гравитационное поле опи- 
сывалось в курсе классической механики только по своему силовому 
действию, а электромагнитное будет изучаться как самостоятельный 
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релятивистский объект; движение в нем дополняется релятивист- 
ской динамикой 1 . 

В квантово-релятивистской модели оба вида материи — вещество и поле — 
дискретны и состоят из элементарных частиц. Например, электромагнитное поле 
состоит из фотонов, отличающихся от элементарных частиц вещества нулевой массой. 
В микромире наряду с электромагнитным полем известны еще два фундаментальных 
поля, сильное и слабое. Их кванты — глюоны и л-мезоны, промежуточные мезоны 
ѴР , 2 — имеют отличную от нуля массу, а взаимодействие передают только 
на очень малые — микроскопические — расстояния (г < 10“ 15 м). Таким образом, 
если на макроуровне система взаимодействующих тел включает непрерывное поле! 
то на микроуровне она состоит только из дискретных материальных объектов — 
элементарных частиц. Взаимодействие здесь передается соответствующими части- 
цами — квантами полей — при их непосредственном контакте и имеет квантовый 
характер. Результат взаимодействия состоит не только в механическом движении, 
айв исчезновении одних и образовании других частиц. 

5.2. Закон сохранения энергии и импульса для замкнутой изоли- 
рованной релятивистской системы. Рассмотрим сначала макроскопи- 
ческую систему заряженных тел (материальных точек) и непрерыв- 
ного (электромагнитного) поля. Система называется в механике 
замкнутой, если в ней действуют только внутренние силы, т. е. силы 
взаимодействия только между точками системы. Как известно, для 
потенциальных сил в замкнутой системе сохраняется механическая 
энергия, а для любых сил — импульс и момент импульса системы. 
Соответствующие величины введены выше для релятивистских 
частиц, и показано, что в системе невзаимодействующих частиц, 
т. е. системе без поля, они сохраняются. Теперь переходим к системе 
с взаимодействием. 

Поскольку в релятивистском случае в систему материальных 
точек входит поле, механическое понятие замкнутости оказывается 
недостаточным. Расширим его на квазирелятивистскую систему. 
Система называется замкнутой изолированной, если не испытывает 
взаимодействия со своим окружением, нет поля излучения из системы 
и нет других полей излучения, поступающих в систему. 

Таким образом, в системе имеется только поле, созданное входя- 
щими в него телами; через него и осуществляется взаимодействие тел. 

Такое определение замкнутой изолированной системы оказы- 
вается целесообразным расширением понятия механической замкну- 
той системы потому, что для нее строго сохраняются при любых 
известных в настоящее время взаимодействиях релятивистская энер- 
гия системы, релятивистский импульс системы, момент импульса 
системы. В отличие от полной механической энергии системы, вклю- 
чающей в себя кинетическую и потенциальную, теперь энергия скла- 
дывается из релятивистских энергий всех тел и энергии поля, непре- 
рывно распределенной в пространстве: 

Л, /77 

2 — ' ' — + \хй)СІѴ = СОП5І, (5.1) 

* *“ 1 -у 1 — ѵ?/с 2 ѵ ' ' 

где ѵи — плотность энергии поля. 

1 В настоящее время релятивистские поправки учитываются в точных расчетах 

движения планет и других тел Солнечной системы. 
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Аналогичны формулы законов сохранения импульса и момента 
импульса системы: 


« ГПіѴі 


2 — — 

<■=> Ѵі - о?/с“ 

", т,[г,-о,-1 

'= 1 V 1 — о//с 4 


+ = СОП5І, 

V 

+ = СОП5І, 

V 


(5.2) 

(5.3) 


где § — плотность импульса, / — плотность момента импульса поля. 
Заметим, что сейчас законы сохранения нами не выводятся потому, 
что еще не изучены законы поля — сохранение энергии и импульса 
для электромагнитного поля будет выведено позже как следствие 
законов механики и электродинамики. Законы (5.1), (5.2), (5.3) 
следует считать очень общими постулатами — принципами сохране- 
ния, являющимися обобщением опыта. 

Перейдем к квантово-релятивистской системе. Замкнутой изоли- 
рованной будем называть систему, в которой взаимодействие частиц 
происходит только друг с другом; извне частицы в систему не по- 
ступают и из системы частицы не излучаются. Как правило, сам меха- 
низм взаимодействия для предельно релятивистских систем неизве- 
стен, т. е. неизвестны динамические законы, описывающие превраще- 
ния частиц. Поэтому практически очень важным является следующий 
случай взаимодействия в системе. 

Имеется система удаленных друг от друга частиц, так что их 
можно считать невзаимодействующими. Такую систему называют 
системой асимптотически невзаимодействующих частиц. Затем части- 
цы сближаются, взаимодействуют и расходятся на такие большие 
расстояния друг от друга, что снова их можно считать невзаимодей- 
ствующими. Для системы при любых известных в настоящее время 
взаимодействиях на основании обобщения опыта постулируется 
строгое сохранение энергии, импульса, момента импульса: 


2 сѴр? + + 2 ср к = 2 сл[р^~Л-~пг^с 2 + 2 срі , (5.4) 

і =1 6=1 і = 1 6=1 

2 Рі+ 2 р к = 2 р'і 4- 2 р'к , (5.5) 

;=і б=і (=1 6 = 1 

ІІІ+ 2 5б = 2 Ь + 2 5'б. (5.6) 

і=і б=і і=і б=і 

В формулы включены импульсы частиц без масс покоя (рб), орби- 
тальные моменты импульса, вызванные движением частиц как мате- 
риальных точек Іі, собственные моменты, измеренные в системе, 
где частица покоится, 5б. 


При использовании формул (5.4) — (5.6) следует иметь в виду, что отдельно ни 
масса покоя, ни число частиц, ни деление на частицы с нулевой и отличной от нуля 
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массой не сохраняются, т. е. закон не запрещает различные взаимные превращения 
частиц. В этой связи можно заметить, что закон сохранения вещества Ломоносова — 
Лавуазье, эквивалентный утверждению о сохранении массы покоя, в релятивистской 
области несправедлив: происходят взаимные превращения вещества и поля. 


5.3. Энергия связи. Масса системы связанных частиц. При изуче- 
нии строения вещества выяснена общая закономерность: физиче- 
ские объекты, рассматриваемые на некотором структурном уровне 
деления как самостоятельные цельные образования, оказываются 
состоящими из отдельных частей — более простых структурных 
единиц. Например, тела состоят из атомов, атомы — из ядра и элек- 
тронов, ядра — из нуклонов. Отдельные части связаны в целом тем 
или ^иным взаимодействием, причем многие объекты характерны 
устойчивостью по отношению к внешним воздействиям; чтобы си- 
стему разделить на части, требуется сообщить ей определенную 
энергию Д^. Эта энергия носит название энергия связи , и так как 
она сообщается устойчивой системе, то считается отрицательной. 
Следовательно, чем больше энергия связи по модулю, тем устойчивее 
система. Соответственно при образовании целого (системы) из 
частей выделяется энергия, равная модулю энергии связи. 

Энергия связи является важной характеристикой взаимодейст- 
вия, соединяющего части в целое, и в то же время важной характери- 
стикой данных систем как структурных единиц вещества. В ряде 
случаев фундаментальные законы физики — уравнения, описываю- 
щие взаимодействие и движение, — позволяют вычислить энергию 
связи. Именно так нами вычислялась потенциальная энергия системы 
двух материальных точек, притягивающихся друг к другу с силой 
всемирного тяготения: 


Это и есть энергия связи данной системы, если точки находятся друг 
от друга на расстоянии г. 

Теоретически удается вычислить энергию связи для электрона 
в атоме, молекуле. Но во многих других случаях энергия связи опре- 
деляется экспериментально,, а теория не достигла уровня, необходи- ' 
мого для ее исчерпывающего расчета. Так обстоит дело с энергией 
связи нуклонов в ядре атома, кварков в элементарных частицах. 
Имеет место общая качественная закономерность: энергия связи 
растет с уменьшением размеров системы и расстояния между ее 
структурными частями. Удельная энергия связи, т. е. энергия связи, 
приходящаяся на структурную единицу по порядку величин, при- 
ведена в таблице 3. 

Обратимся теперь к взаимосвязи энергии и массы. Согласно 
формуле (4.17) энергии связи соответствует изменение массы: 

* АіГ 

= (5.8) 


Это значит, что масса целого, образованного взаимодействием 
частей, меньше массы частей, взятых в свободном состоянии, т. е. вне 
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взаимодействия. Масса оказывается, таким образом, величиной 
неаддитивной. Неаддитивность массы обусловлена и другим обстоя- 
тельством: зависимостью релятивистской энергии (или массы) от 
скорости движения. Если энергия связи уменьшает массу системы, 
то кинетическая энергия движения частиц в системе увеличивает ее. 
Надо, однако, учесть, что для устойчивой системы энергия связи 
больше кинетической энергии движения частей системы. 

На основании сопоставления энергии связи в разных системах 
заключаем, что в классической области взаимодействия, отличаю- 
щейся малыми энергиями связи, с обеспечивающим высокую точность 
результатов приближением, можно пользоваться законом сохране- 
ния массы тел. Так, например, об убыли массы системы Солнце — 
Земля или Земля — тело при объединении их в систему силами тяго- 
тения говорить не приходится. Также следует пренебречь этой 
убылью при образовании систем на атомно-молекулярном уровне. 
Например, при сгорании 2 млн. кг нефти масса продуктов сгорания — 
нефти и кислорода — уменьшается примерно на 1 г. Но уже для ядра, 
образовавшегося в результате соединения нуклонов, изменения 
массы могут составлять от тысячной до сотой части. 

С ядер как систем нуклонов по энергии связи и начинается 
область релятивистских систем. Что касается элементарных частиц, 
то масса кварков, составляющих нуклоны, превышает массу самих 
нуклонов, вероятно, в несколько раз. Говорить о сохранении массы 
покоя в таких процессах, конечно, нельзя. Более того, известны реак- 
ции с элементарными частицами, при которых в результате взаимо- 
действия полностью исчезает масса покоя; например, при аннигиля- 
ции электрона и позитрона образуются два фотона — частицы без 
массы покоя. 

В микромире энергия связи часто определяется измерением убыли 
массы путем сравнения масс свободных частиц, входящих в систему, 
и массы системы. Формулы 

. Ат = М - 2 т,, АЕ = с 2 (М - І т.) (5.9) 

і= і ;= і 

применяются непосредственно, например, для определения энергии 
связи ядер. 

Пример 5.1. Применение понятия энергии связи для качественного анализа 
массы макроскопических тел. 

Тело состоит из элементарных частиц, массы которых входят в массу тела. Но 
масса тела не равна сумме масс этих частиц; кинетическая энергия движения частиц 
увеличивает массу тела, а энергия связи уменьшает ее. Энергия связи обусловлена 
изменением энергии полей, обеспечивающих взаимодействие частиц. Поле обладает 
энергией и дает вклад в массу как элементарной частицы, так и тела, в состав кото- 
рого последняя входит. При этом связь микрочастиц образуется потому, что «поле- 
вая» часть энергии и массы частиц при образовании устойчивой системы умень- 
шается. 

На уровне элементарных частиц вклад в энергию и массу вносят кванты поля, 
передающие взаимодействие. В стационарных случаях эти кванты называются 
виртуальными. Например, электромагнитное поле электрона — это окружающее его 
(весьма разреженное) облако виртуальных фотонов; «сильное» поле нуклона обра- 
зовано плотным облаком л-мезонов и т. д. При образовании устойчивых систем 
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часть виртуальных квантов переходит в реальные частицы или кинетическую энергию 
частиц, т. е. масса частиц, вступающих в связь, уменьшается, а энергия покоя 
системы переходит в другие формы или к другим (образовавшимся) частицам. Но 
ответить в настоящее время на вопрос, каково соотношение между массой «голой» 
частицы и массой ее «шубы» — облака виртуальных квантов, не представляется 
возможным. ѵ 

Пример 5.2. Распад частиц (экзотермическая реакция). 

Кроме соединения частей в целее с образованием устойчивых систем, имеет место 
и распад квазиустойчивых систем на части с выделением энергии. Рассмотрим распад 
тела или микрочастицы с массой М на две части с массами т,и т 2 в системе отсчета 
где исходное тело покоилось. В таком случае по закону сохранения энергии 


Мс 2 = 


ГП\С 


+ 


т 2 с 


(5.10) 


У 1 — оі/с 2 у 1 — ѵ\/с 2 
Равенство (5.10), в силу того что корни в знаменателях меньше единицы, выпол- 
няется при условии 

М> т і +т 2 , А т > 0. (5.11) 


Таким образом, распад идет с выделением кинетической энергии за счет уменьшения 
энергии покоя: 


Т — [М — (ті + т 2 )] с 2 . 


Процессы такого рода в физике носят общее название — экзотермические. 
Пример 5.3. Распад частиц, порог реакции. 

Для устойчивых систем выполняется неравенство 
М < гп[ + т 2 , А т < 0. 


Для распада необходимо сообщение системе энергии извне, равной модулю энергии 
связи; процесс распада в этом случае относится к эндотермическим. Эндотермиче- 
ским процесс характеризуется порогом реакции — минимальной энергией, необхо- 
димой для распада. Поскольку в случае эндотермической реакции необходимо внешнее 
воздействие, то необходима и частица, приносящая энергию. Порог реакции будет 
равен кинетической энергии относительного движения сталкивающихся частиц в си- 
стеме центра масс этих частиц, если в ней продукты распада покоятся, т. е. кине- 
тическая энергия равна энергии связи: 


Д„ор = I А Е| . (5.12) 

Пример 5.4. Объяснение квазиустойчивости системы. 

Устойчивость системы при отрицательной энергии связи понятна с точки зрения 
сохранения энергии, а относительную устойчивость системы при положительной энер- 
гии связи требуется дополнительно объяснить. Рассмотрим график зависимости энер- 
гии связи от расстояния между частицами системы (рис. 5.1). Энергия связи уве- 
личивается до расстояния г 0 , что и соответствует устойчивости. Если же системе сооб- 
щить энергию, равную порогу, меньшую энергии связи, т. е. Е„ ор = Е 0 — Е , 
то далее расстояние между частицами будет увеличиваться с выделением энер- 
гии. Такая ситуация характерна для деления тяжелых ядер, например, для ядер 

Надо отметить, что при взаимодействии в микромире часто о силе говорят не 
в обычном механическом смысле как о причине ускорений, а применительно к энер- 
гии связи, если энергия связи частей системы растет с расстоянием, то эти части при- 
тягиваются, если же она убывает — части отталкиваются. Такая «силовая» терми- 
нология широко применяется за пределами классической механики, в том числе и то- 
гда, когда основное уравнение динамики, позволяющее измерить силу по ускорению 
оказывается совершенно неприменимым. (Например, к системе, состоящей из нукло- 
нов, связанных в ядре ядерными силами притяжения.) 

П р и м е р 5.5. Расчет порогового значения энергии в лабораторной системе. 

ибычно кинетическая энергия, вызывающая распад частицы, изменяется в ла- 
бораторной системе — это комната, где находится экспериментатор. В таком случае 
часть энергии в распаде не участвует, так как относится к энергии движения центра 
масс продуктов распада. Вычислим пороговое значение энергии в лабораторной 
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Рг 



Пусть частица массой цис энергией е налетает на покоящуюся частицу мас- 
сой М и происходит распад. В результате распада появляется несколько частиц т,. 
Законы сохранения энергии и импульса для процесса запишутся в виде уравнений 

р = 2 рі, е + Мс 2 - 2 Еі. 

і=1 і = 1 

Используя инвариантную величину — скалярный квадрат 4-импульса, — и применяя 
этот инвариант для перехода в систему отсчета центра масс, в которой при порого- 
вом значении энергии все образовавшиеся частицы т, покоятся, получим: 

(б -1“ МС 2 ) 2 п 2/ѵ» \2 

- — ■ — т — р 2 = с 2 (Ет,) 2 . (а) 

Г і 

Используя для налетающей частицы ту же формулу, имеем: 

г .* 2 2 

р --рг-ѵ. 

что позволяет заменить в (а) р через е и найти е: 

с 2 (2 т,) 2 — р 2 с 2 — М 2 с 2 

і 

г = 


2 М 


(б) 


Осталось найти пороговое значение энергии, равное кинетической энергии нале- 
тающей частицы в данных условиях: 

Спор = Т = е — цс 2 . 

Из (б) получим: 

с 2 ( 2/Пі) 2 — с 2 (ц + М) 2 с 2 (2т, + ц + М) (2 т, — ц — М) 

Япор = 2М = Ш ' 

Выразим пороговое значение энергии в лабораторной системе через энергию свя- 
зи (5.9): 

“(тг + те*-) 

При больших значениях Д Е пороговое значение энергии оказывается большим, так 
как Д Е входит в него в квадрате. Этот релятивистский эффект затрудняет осуществле- 
ние соответствующих реакций. 

Пример 5.6. Упругое соударение частиц. 

Рассмотрим столкновение двух частиц с массами и импульсами: т, 0 и ц, р. В ре- 
.лятивистской области столкновения называются упругими, если массы частиц не из- 
меняются. После столкновения неподвижная частица т будет двигаться с импуль- 
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сом р і, а движущаяся изменит импульс на р 2 (рис. 5.2). На основе законов сохране- 
ния запишем равенства: 

Р = Рі + Р2, (1) 

тс 2 + Е = Еі + Е 2 . (2) 

В классическом случае решался вопрос о скоростях частиц после удара (см. 1, при- 
мер 4.3); в релятивистском — ставится аналогичная задача о переданной энергии 
при ударе. Найдем кинетическую энергию ранее покоящейся частицы: 

Т = Е і — тс 2 . 

С помощью (2) запишем выражение для энергии: 

Е = Еі + Е, - тс 2 = Еі +Т, (3) 

которое с учетом (4.15) примет вид: 

V Р 2 С 2 + р 2 с 4 = д/ ріс 2 + р 2 с 4 + Т. (4) 

На основании рисунка 5.2 получим: 

рг = р 2 + Рі — 2 рр, с 05 ер. (5) 

Для исключения из (4) и (5) р 2 , предварительно пользуясь формулой (4.15), за- 
меним р і через Гі: 


РТ = 


Т 2 + 2тс 2 Т і 


( 6 ) 


Далее возводя (3) в квадрат и подставляя в него рі из (5), а также заменяя р? по (6) , 
получим: 

рріЛо5ф = Т (-^ р 2 с * + ц 2 с 4 + тс 2 ). 

Снова возведем равенство в квадрат и заменим р,. Окончательно получим выраже- 
ние для кинетической энергии: 

т 2тр 2 с 4 сов ф 


(- V р 2 с 2 + р 2 с 4 -(- тс 2 ) 2 — р 2 с 2 сое ф 


( 7 ) 


Передаваемая энергия зависит от р, р,, т и угла ф, который определяется не 
законами сохранения, а некоторым механизмом соударения, не учтенным в задаче. 

Анализ формулы (7) показывает, что наибольшая передаваемая энергия полу- 
чается при «лобовом» ударе, когда ф = 0. Релятивистские особенности соударения 
проявляются для быстрых частиц. Пусть ф = 0, ц > т, а рс » цс 2 . Тогда 

Т ~ 2 тс 2 

Если имеет место сильное неравенство 

рс : 


р 2 с 2 


2 тс 2 рс + р 2 с 4 


цѴ 


тс 
то 

Т ~ рс ~ Е, 

т. е. передается почти вся энергия налетающей частицы, что существенно отличается 
от классического соударения, при котором массивная частица не может передать 
легкой частице значительную часть своей энергии. 

Отличия от классики имеются и в случае легкой падающей частицы. Пусть 
р < т, но если импульс ее велик, рс > рс 2 , то 


Т ~ 2 тс 2 


р 2 с 2 


2тс 2 рс + т 2 с 4 

При наличии неравенства рс » тс 2 

Т ~ рс ~ Е, 

т. е. вопреки классической закономерности возможна почти полная передача энергии. 
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Пример 5.7. Комптон-эффект. 

Рассмотрим соударение частицы без массы покоя с обычной частицей, например 
фотона с электроном. Это явление называется комптон-эффектом. Задача состоит 
в нахождении энергии фотона после взаимодействия. Используя результаты предыду- 

р 

щего примера, учтем, что для фотона на основании формулы (4.16) р = — . По- 

с 

этому имеем: 


<■’ - ( 4 -)' + ( 4 )’ 


2ЕЕ 2 


соз в. 


( 1 ) 


Здесь д — угол, составляемый импульсом фотона после взаимодействия с импульсом 
до взаимодействия (см, рис. 5.2). Закон сохранения энергии дает соотношение 

тс 2 + Е = Е\ -У Е 2 , (2) 

причем 

Е І — с д/ р? + т 2 с 2 . (3) 

Определяя из (3) величину 

с 2 р 2 = Е\ — т 2 с* 

и подставляя в нее значение с 2 р\ из (1), имеем: 

Е 2 — т 2 с 4 = Е 2 + Е\ — 2 ЕЕ 2 соз в. 

Значение Е 2 в последнем уравнении исключим с помощью соотношения (2): 

тѴ + Е 2 + ЕІ + 2 тс 2 Е - 2 тс 2 Е г - 2 ЕЕ 2 - тѴ = Е 2 + ЕІ - 2гЕ 2 соз в. 
Отсюда находим Я 2 : 

_ тс 2 Е 

тс 2 + Е (1 — соз О) 

Изменение энергии фотона при соударении с учетом квантовых соотношений 
приводит к изменению длины волны рассеянного света. Передаваемая энергия пре- 
вращается в кинетическую энергию электрона: 

Е 2 ( 1 — соз О) 


Т — Е — Еі — 


тс 2 + Е(1 — соз в) 


Она значительна при 


Е > тс 2 , 


т. е. при высокочастотных излучениях. 


§ 6. Релятивистское обобщение основного уравнения динамики. 

Частица в силовом поле 

6.1. Лоренц-инвариантная форма дифференциального уравнения 
движения материальной точки. Обратимся сейчас к законам Ньюто- 
на и рассмотрим их применимость для релятивистской области. 
В соответствии с законом сохранения релятивистского импульса для 
свободной изолированной материальной точки делаем вывод: первый 
закон Ньютона справедлив для релятивистской области ; свободная 
изолированная материальная точка движется равномерно прямоли- 
нейно в любой инерциальной системе. Второй закон Ньютона приво- 
дит к очевидным противоречиям с положением о существовании 
предельной скорости движения материальных тел и должен быть 
специально обобщен для квазирелятивистской области движения. 

Рассмотрим взаимодействие, при котором передаваемая энергия 
удовлетворяет неравенству Е < тс 2 , т. е. масса покоя, а с ней и дру- 
гие внутренние параметры материального тела или частицы сохра- 
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няются. В то же время скорость достаточна для того, чтобы прини- 
мать в расчет не классические, а релятивистские значения для основ- 
ных динамических характеристик материальной точки: ее энергии 
и импульса. Такой случай и называют, как говорилось выше, ква- 
зирелятивистским. 

Если импульс материальной точки изменяется непрерывно и в не- 
которой инерциальной системе известна скорость передачи импульса 
материальной точке извне, то эту скорость передачи импульса, как 
и в классической механике, можно назвать силой. Если сила задана 
как функция координат точки пространства, скорости и времени, то, 
используя выражение для релятивистского импульса (4.5), можно 
написать равенство, выражающее закон сохранения импульса при 
передаче его между полем и точкой: 


-1 

Щ 


тѵ 

д/ 1 — ѵ 2 /с 2 


= Р(г, V, (). 


( 6 . 1 ) 


Это равенство и является релятивистским обобщением основного 
уравнения динамики. Основное уравнение классической динамики 


сітѵ 

~1Г 


= Р(г, V, і) 


( 6 . 2 ) 


инвариантно по отношению к преобразованиям Галилея, а реляти- 
вистское уравнение (6.1) должно быть инвариантно по отношению 
к преобразованиям Лоренца. Чтобы придать (6.1) явную инвариант- 
ную форму, используем математический формализм 4-пространства. 
Предварительно получим интеграл энергии, т. е. умножим обе части 

уравнения (6.1) на дг: 

I ши 

ѵд. — - ■ - — = Рсіг = 6 И. (6.3) 

у/ 1 — ѵ 2 /с 2 


Произведя действия, убеждаемся в справедливости тождества 


. тс 2 -*■ , тѵ 

а — = ѵа — , 

у/ 1 —г ѵ 2 /с 2 1 — V 2 /с 2 


(6.4) 


поэтому из (6.3) следует, что 


й тс 2 

Ті V 1 ~ѵ 2 /с 2 , 



(6.5) 


где Р ѵ — механическая мощность. Перепишем теперь (6.1) и (6.5), 
используя обозначения составляющих 4-импульса р а : 


Л - -± й і — 

чгр = чгР° = — рѵ - 

Последний этап состоит в замене і на инвариантное собственное 
время (2.11): 


Лро 

Дт 


ІР V 

С д/ 1 — ѵ 2 /с 2 


йр_ 

йт 


Р 

-\/ 1 — ѵ 2 /с 2 


( 6 . 6 ) 


283 


В формулах (6.6) слева стоит четырехмерный вектор , поэто- 
му справа величины также образуют 4-вектор: 


/« =(■ 


ІР У 


Сд/ 1 — У 2 /с 2 д/ 1 — у 2 /с 2 




(6.7) 


он носит название силы Минковского. 

Итак, релятивистскому уравнению динамики (6.1) вместе с урав- 
нением закона изменения энергии (6.4) придана четырехмерная фор- 
ма, неизменная во всех ИСО: 



Обсудим смысл полученного результата (6.8) подробнее. 

В классической механике инвариантность уравнения (6.2) озна- 
чает не только неизменность его формы во всех ИСО, но и сохранение 

входящих в него величин: массы, ускорения а = , силы. В ре- 

лятивистской механике положение иное: инвариантна лишь масса, 
в то время как 4-импульс и 4-сила в (6.8) не инварианты преоб- 
разований Лоренца, а 4-векторы, преобразующиеся по формулам 
(3.4). Сохраняется лишь общая форма уравнений движения (6.8) во 
всех ИСО. Что же касается входящих в них величин — проекций 
4-векторов, то они в разных системах имеют различные значения. 
Сохранение формы уравнений (при изменяющихся в них величи- 
нах) в математике называют ковариантностью. Таким образом, по- 
лучены уравнения движения (6.8) , ковариантные по отношению 
к преобразованиям Лоренца. Для практических применений сле- 
дует пользоваться системой уравнений (6.1) и (6.5), эквивалентной 
четырехмерному уравнению (6.8). Эти уравнения также будут к ова- 
риантны, т. е. будут иметь указанный в равенствах (6.1) и (6.5) вид 

во всех инерциальных системах, если Р преобразуется в соответствии 
с ее связью с 4-силой (6.7). 

Уравнения (6.1) и (6.5) рассмотрены нами для движения тела или частицы 
в заданном поле, т. е. в случае, когда поле не изменяется при перемещении частицы, 
а сила известна как функция координат, скорости и времени. 

Однако эти уравнения описывают квазирелятивистское движение тела и в других 
случаях взаимодействия, т. е. могут быть учтены не только силы, действующие на 
тело со стороны гравитационного или электромагнитного поля, но и силы инерции, 
реакции связей, диссипативные силы, реактивная сила тяги, лишь бы они были извест- 
ны как скорость передачи импульса телу. Иное дело, что практически квазиреля- 
тивистское уравнение находит себе сравнительно узкое применение. Так, в пределах 
Солнечной системы для описания движения в гравитационном поле достаточно 
в большинстве случаев классической механики. То же относится и к другим пере- 
численным выше силам, так как релятивистские уравнения динамики здесь вполне 
заменяются классическими. В основном этим уравнениям подчиняется движение 
заряженных материальных точек, моделирующих малые тела, элементарные частицы 
в макроскопическом электромагнитном поле. 

Чтобы закончить анализ возможностей применения законов Нью- 
тона в релятивистской области движений, необходимо еще остано- 
виться на третьем законе Ньютона. Очевидно, что в общем случае он 
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не выполняется, так как обмен импульсом между телами осуществ- 
ляется через поле. Совсем не обязательно, чтобы скорость изменения 
импульса одного тела из двух взаимодействующих была равна ско- 
рости изменения импульса другого тела, так как часть импульса мо- 
жет сообщаться полю. Это видно из закона сохранения импульса 
(5.2), который для двух точек и поля имеет вид: 


ГП\Ѵ\ 


+ 


ГП2Ѵ2 


Если 


то 


д/ 1 — ѵ 2 /с 2 д/ 1 — ѵ 2 /с 


+ Р поля = СОП5І. 


Д т.\Ѵ\ 

<11 Гі ..2 1-2 


V 1 - ѵ 2 /с 2 


сП ^ 


сі т г ѵ 2 

ж ѵ і - ѵ г /г 


, Р 1 ,2 Ф — Р 


2,1- 


СИЛЫ, приложенные к точкам, не равны друг другу. 


Пример 6.1. Преобразование сил. 

Для преобразования составляющих силы Р запишем сначала формулы преобра- 
зования 4-силы. С помощью формул (3.3) и (3.4) имеем: 

V V 

Іо — і — /і ‘-ргІо + І і 

Го = — =-. г = , я = и, п = /з. 

д/ 1 - Ѵ 2 /с 2 д/ 1 - Ѵ 2 /с 2 

Подставим в это уравнение значение ( а в соответствии с (6.7): 


Р'ѵ' Рѵ — ѴР Х 


V 1 - ѵ' 2 /с 2 д 

/ 1 - Ѵ 2 /с 2 д / 1 - о 2 /с 2 
и — — 

Р' х 



д/ 1 - ѵ' 2 /С 2 д/ 1 - ѵ 2 /с 2 д/ 1 - Ѵ 2 /с 2 ’ 

Г, Ру 


д/ 1 — ѵ’ 2 /с 2 д/ 1 — ѵ 2 /с 2 

П р, 

д/ 1 — ѵ' 2 /с 2 д/ 1 — о 2 /с 2 

Используя найденное ранее в примере (3.1) соотношение 



V 1 

- *7? 2 дГГ 

- Ѵ 2 /С 2 д/ 1 - 

, получаем для проекции 

- ѵ 2 /с 2 

СИЛЫ 

Еі — 

„ ѴГ 

^ 

(1) 

«а 

\ 

1 

у 

с 

1 

к 

(2) 


1 Ѵѵ х ’ 

. Ѵѵ х 


с 2 


1 с 2 


Р'г = 

РгМ 1 - Ѵ*/С* 

(3) 

рГ, ? * - ѴР Х 

(4) 

, Ѵѵ х 

РѴ , Ѵѵ х ■ 
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Из формул (1—4) видно, что сила существенно зависит от скорости у движения точки 
в системе. 

Пример 6.2. Преобразование силы, действующей в некоторой системе на не- 
подвижную точку. 

Пусть в нештрихованной системе материальная точка покоилась и на нее действо- 
вала сила Р х = Р, Р у — 0, Р г = 0. В штрихованной системе Р' х = р, р' у = 0, Р' г — 0, 

Р\ѵ' = — ѴР, т. е. сила в этой системе совершает работу — ѴР. Если все проек- 
ции силы в некоторой системе — нули, то силы нет и во всех остальных системах. 
Пример 6.3. Преобразование силы, поперечной движению. 

Пусть в нештрихованной системе на точку, движущуюся со скоростью ѵ у = у, 
ѵ х = 0, ѵ г = 0, действует сила Р' у = Р, Р х — Р' г — 0. В таком случае в штрихованной 
системе составляющие силы таковы: 

Р і = ^Ец, Р' у = Ед/ 1 - Ѵ 2 /с 2 , Р'г = 0. 

Кроме составляющей по оси О'у', возникла перпендикулярная составляющая Р' х , не 
равная нулю. Такая составляющая, не имевшая место в нештрихованной системе, 

возникает при действии в этой системе сил, перпендикулярных V , и при скорости точки, 
также перпендикулярной V. 

Пример 6.4. Сравнение направлений ускорения и силы в релятивистском 
случае. 

Выполним указанное в уравнении (6.1) дифференцирование, предварительно 
деля обе части его на т: 


д/ 1 - ѵ 2 /с 2 


йѵ , ѵ і 
сП тс 2 сП 


V 1 - ѵ 2 /с 2 


р 

т 


д/ 1 — ѵ 2 /с 2 
йѵ 

сП ~ і 


йѵ 

йі тс 2 


» ,:л Р 
(Р ѵ) = — , 
т 


ѵ 1 / с 2 




(I) 


Ускорение а = не совпадает с направлением силы в общем случае. 

Пусть в начальный момент времени у — 0, или Р |] у. Тогда для постоянной по 

направлению силы а || Р и ѵ || Р в течение всего времени движения, а движение прямо- 
линейное. В этом случае вместо векторного можно записать скалярное уравнение 

й ту 

~7Т = Р, 

д/1 - ѵ г /с 2 

откуда после выполнения дифференцирования получается: 

ш 

(1 _ у 2 / с *)Ѵ* а ~ р - (2) 

Если сопоставить формулу (2) с обычным ньютоновым уравнением та = Р, то можно 
видеть, что роль массы в этом движении играет величина 

т 

т " Р “ (1 - у 2 / с 2 ) 3 ' 2 ' 

Эту массу называли ранее продольной. 

Пусть сила в течение всего времени движения перпендикулярна скорости. В таком 
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случае ускорение сонаправлено с вектором силы, а скорость постоянна по модулю. 
Вместо (6.1) имеем: 


V - ” 2 А 2 


■а = Р. 


Роль классической массы играет величина 


^ПОП 


т 

(1 _ • 


Она именовалась ранее в ходе развития СТО поперечной массой. 

Заметим еще, что в системе отсчета, где материальная точка покоится в данный 
момент времени, как уравнение (6.1), так и равенство (1) рассматриваемого примера 
переходят в обычное ньютоново уравнение. 

Пример 6.5. Прямолинейное движение под действием постоянной силы. 

Пусть Р х = Р, Р у = Р 2 = 0, где Р = СОП5І, а в начальный момент времени мате- 
риальная точка покоится в начале координат. Уравнения (6,1) и (6.5) при этих усло- 
виях имеют вид: 


А_ 

аі 


тѵ 

л/ 1 — ѵ 2 /с 2 


= Р, О) 


А тс 2 _ р Ах 

л/1 - ѵ 2 /с^ ~~ 47 


( 2 ) 


Из уравнения (2) получаем интеграл энергии 


У 1 — ѵ 2 /с 2 


— тс = Рх., 


откуда находим скорость движения точки. Но предварительно удобно ввести обозначе- 
ния для постоянного отношения силы к массе, т. е. 


Р 

= VI. 

т 

Теперь скорость выражается формулой 



Для нахождения кинематического уравнения движения х = х(1) можно использовать 
формулу (3) или непосредственно (1): 


откуда 


А — = хюйі, 

Уі - ѵ 2 /с 2 

_ Ѵ1І 

V 1 + й?-)' 


(4) 


Далее, 


Ах 

~АЛ 


ѵіі 


А 


ѵіІАІ 


+(й)' ’ ' V' + Щ' 


+ Хо, 


(5) 
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Из формул (3) и (4) видно, что пределом ѵ является с, т. е. ѵ < с, как долго бы ни 
продолжался разгон тела. Формула (4) переходит в классическую при малых I: 

ѵ = ыіі. 

То же относится и к (5), если разложить корень выражения по биноминальной 
формуле, то 



6.2. Движение заряженной материальной точки в электромагнит- 
ном поле. Выше говорилось, что этот случай типичен для квазиреля- 
тивистских движений. Сила Лоренца, действующая на точечный 
заряд в электромагнитном поле, принадлежит к обобщенно-потен- 
циальным силам, а функция Лагранжа, соответствующая ей и инва- 
риантная по отношению к преобразованиям Галилея, написана ранее 
в виде 



Потребуем, чтобы она была лоренц-инвариантна. С учетом формул 
(4.2) и (4.3) имеем: 

I = — тс 2 У 1 — ѵ 2 /с 2 — </ф + цА ѵ, (6.9) 

где выражение ~ 

У 1 — ѵ г /с 1 

должно быть скаляром преобразований Лоренца. 

Уравнение Лагранжа 


а_ 

СІІ 


йі 

дѵ 



для данного случая нетрудно записать, если опираться на вычисле- 
ния, проделанные ранее в § 4 и в примере I, 21.5. После вычислений 
получим: 


и тѵ 

-!Т Ѵ |_„, /е , =«е + <М1. (6.10) 

где Е — напряженность электрического поля, В — индукция магнит- 
ного поля. 

Нетрудно вычислить и функцию Гамильтона, играющую роль 
полной энергии заряженной точки в поле: 


Е = 


л] 1 — ѵ 2 /с 2 


+ <7Ф- 


( 6 . 11 ) 


Она сохраняется в стационарном поле. 

Временное уравнение для данного случая будет иметь вид: 


а 

аі 


тс 


уі - ѵ’/с* 


= дЕѵ. 


( 6 . 12 ) 
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Подчеркнем важную особенность силы Лоренца: она получена 
как ковариантное выражение для всех ИСО. Поэтому при переходе 

от одной ИСО к другой изменяются векторы Е и В электромагнитного 
поля, но форма силы Лоренца сохраняется во всех ИСО: 

Е п = д Е + Ч [ѵВ]. (6.13) 

Получим также обобщенный импульс заряженной точки в элек- 
тромагнитном поле. По формуле (I, 22.7) находим, что 

р об = — У (6.14) 

Уі -у7с 2 

обобщенный импульс не совпадает с релятивистским импульсом 
свободной точки. 

Осталось заметить, что рассмотренный случай реализуется, как 
правило, для ионов и элементарных частиц, разгоняемых в ускори- 
телях; для электронов в некоторых вакуумных электронных приборах 
и установках; для частиц в космических электромагнитных полях. 
Но при ускоренном движении зарядов имеет место излучение, а 
следовательно, и действие на частицу, кроме силы Лоренца, диссипа- 
тивной силы. Последней мы пренебрегли, ограничиваясь случаями, 
когда излучение мало. 


Пример 6.6. Движение частицы в постоянном электрическом поле. 

Опираясь на пример 6.5, получаем все выводы об уравнении движения и скорости 

заряженной точки в постоянном поле, где Р = яЕ. Скорость движения можно по- 
лучить из интеграла энергии: 

тс 2 і 2 , 

— - + = гпс‘ + 9 фо . 

У 1 — ѵ 2 /с 2 

Вводя разность потенциалов II — фо — ф, после простых выкладок имеем: 



1 

/ |+ 

я ѵ 

ѵ — ~\ 

/ 2 Ч Ѵ 

ччч 


\ т \ 

1 + 

яѵ ' 


9 

тс 


причем первый сомножитель совпадает с соответствующим классическим выражением, 

а второй дает релятивистскую поправку. Если выполняется неравенство <ёС 1, 

тс 2 

то применима классическая механика. Для электронов, например, получаем нереляти- 
вистское движение при условии I! < 6- ІО 5 В. Это дает представление о релятивистской 
области разности потенциалов для этих частиц. 

Пример 6.7. Движение частицы в постоянном магнитном поле. 

Оно описывается уравнениями 


а. 

Ш 


Уі - ѵ 2 /с 2 
д. тс 2 

Чі 


= Я [ѵ В], 


у» - ц 2 /с 2 


( 1 ) 

( 2 ) 


289 


Из (2) следует, что ѵ — сопзі, ѵ = ѵт, где т — единичный вектор касательной к траек- 
тории. Подставляя это выражение для скорости в (1), имеем: 


тѵ 

- "Ѵс 2 


СІТ 

47 


дѵ [ т б] . 


( 3 ) 


Далее, 


СІТ СІТ СІ$ СІТ 

<11 < 1 $ <11 Ѵ < 1 $ ' 


Из геометрии известно, что 

<1т 1 — 

~ЧГ ~~Н П ' 

где В — радиус кривизны траектории, а п — единичный вектор нормали к ней. По- 
этому вместо (3) получаем: 

ѵ 

п = ) уѵВ 5ІП (т В) п , 

к 


= <? в 5ІП (^В) . (4). 


Для того чтобы равенство (4) выполнялось, необходимо сохранение величины 

угла между вектором В и касательной к траектории и постоянство кривизны траекто- 
рии. Таким образом, траекторией будет винтовая линия, ось которой совпадает с 
направлением магнитного поля. 

Важен случай, при котором частица начинает движение перпендикулярно полю. 
Тогда траекторией служит окружность с радиусом 


-\/і — Ѵ 2 /с 2 


или окончательную формулу: 


V 1 — у2 /с 2 


Л = 


л/1 - "7с 2 


V 

дВ 


( 5 ) 


Релятивистские эффекты описаны в формуле (5) корнем в знаменателе. 

На практике широко применяются «скрещенные» электрические и магнитные 
поля: в них электрическое поле ускоряет частицы; а магнитное — направляет их 
(ускорители элементарных частиц). 


§ 7. Неинерциальные системы и гравитационное поле 
в теории относительности 


7.1. Гравитационное поле в классической механике. Фундаментальное макро- 
скопическое поле природы (гравитационное) в классической механике описывается 
законом всемирного тяготения 



(7.1) 


где гравитационная постоянная д = 6,67- ІО - " Н-м 2 -кг -г . Такая сила действует 
на материальную точку массой ш в поле, созданном другой точкой с массой М, поме- 
щенной в начале координат. Поле стационарное центрально-симметричное и потен- 
циальное. В примере (1,11.3) было показано, что потенциальная энергия частицы 
в поле в этом случае определяется формулой 


и = — О 


тМ 



где у = ОМ. 
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г 


(7.2) 


Необходимо помнить, что в приведенных формулах т и М — гравитационные 
массы, или гравитационные заряды тел, характеризующие не инерциальные свойства 
этих тел, а способность создавать гравитационное поле и испытывать действие силы 
в нем. 

Потенциал точки поля определяется формулой 



(7.3) 


Для рассмотренного поля точечной гравитационной массы потенциал легко вычислить 
с помощью (7.2): 


Ф = 




(7.4) 


Так как в классической механике справедлив принцип суперпозиции сил (I, § 5.3), 
то он имеет место и для потенциала гравитационного поля. Если поле создано систе- 
мой материальных точек с массами т„ то потенциал его находится по формуле 

Ф = — О 2 (7.5) 

где гі = г, — го, — расстояния от гравитирующих масс до точки наблюдения. 

Нетрудно записать формулу потенциала и для случая непрерывного распреде- 
ления гравитационной массы по пространству. 

Пусть известна плотность ее р = ^ , в таком случае 

_ с 4Ѵ 

ф =_С5р — . (7.6) 

V г 

Зная потенциалы точки поля, можно не только определить потенциальную энер- 
гию тела по формуле (7.3), помещенного в поле, но и найти силу, действующую на 
тело. Учитывая формулу (I, 11.4), имеем: 


Р - — §гас! V = — т дгасі ф. (7.7) 

Из этой формулы видна целесообразность введения нового понятия — напряжен- 
ности гравитационного поля: 



(7.8) 


Как видно, это есть отношение силы, действующей в поле на точечную массу, к ве- 
личине массы. Сравнивая (7.7) и (7.8), получаем: § = — ^габ ф- 

Теперь можно понять, в чем заключается общий подход к описанию поля: с по- 
мощью (7.5) или (7.6), а также дифференциального уравнения для потенциала, 
эквивалентного (7.6) 

Д Ф — 4я0р, ' (7.9) 

находят потенциалы поля как функцию координат точки пространства, а по нему — 
напряженность поля и силу, действующую на тело, находящееся в поле. 

Важнейшей особенностью гравитационного поля является то, что создающая 
его гравитационная масса пропорциональна, а при выборе единиц в системе СИ равна 
инертной массе (см. § 8.3). По этой причине все тела в некоторой точке поля движутся 
с одним и тем же ускорением: 

“ = ~т = В- (7-Ю) 


Ускорение тела не зависит от массы тела, а определяется только напряженностью 
поля в данной точке пространства. 

Данная закономерность для гравитационного поля позволяет установить ана- 
логию между движением тел в поле и движением тел в отсутствие сил, но в неинер- 
циальной системе отсчета. 
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Вернемся к первой части книги, к § 8.1. Силы инерции, определяемые формулами 
(8.4) и (8.5) (переносная и кориолисова), так же как и гравитационные, пропор- 
циональны массе тела. Поэтому ускорение тела в неинерциальной системе не зависит 
от его массы, а определяется характером движения системы, положением и скоростью 
тела в ней. 

В этой связи говорят об эквивалентности неинерциальной системы некоторому 
гравитационному полю. Например, рассмотрим систему К', поступательно движущую- 
ся в системе К с постоянным ускорением а„. Согласно (1, 8.4) на тело в системе К' дей- 
ствует сила инерции /„ = — ша п , эквивалентная гравитационной силе в поле с на- 
пряженностью ___ 

8= -ап. (7.11) 

С точки зрения вращающейся с постоянной угловой скоростью ш системы К', где 

на тело согласно (1,8.11) действуют силы инерции /„ + /* = — т[о>[со г']] — 2т[со о'], 
эти силы можно заменить гравитационным полем с напряженностью 

в* -[«[»?]] -2[м о']. (7.12) 

Однако эквивалентность неинерциальной системы и гравитационного поля не- 
полная. Только в небольшой области пространства, где поле можно считать одно- 
родным, можно ввести неинерциальную систему, исключающую поле. Для этого до- 
статочно взять систему с а„ = — 8- Во всем пространстве такая замена невозможна. 
Например, во вращающейся системе в соответствии с (7.12) силы инерции неогра- 
ниченно растут с ростом г'. Но такое поле не существует при любом распределении 
создающих его масс. 

7.2. Подход к гравитационному полю в теории относительности. В СТО, как это 
описано в § 1, действует принцип относительности, устанавливающий полное физи- 
ческое равноправие инерциальных систем отсчета и ковариантность уравнений, вы- 
ражающих основные законы природы по отношению к преобразованиям Лоренца — 
переходу от одной ИСО к другой. Но гравитационному полю эквивалентна неинер- 
циальная система отсчета. Поэтому включение в теорию относительности гравита- 
ционных полей требует расширения круга применяемых систем, включения в рас- 
смотрение неинерциальных систем отсчета. Это и сделано в общей теории относитель- 
ности (ОТО). Окончательную формулировку ее А. Эйнштейн выполнил к 1916 году. 
Общая теория относительности есть теория пространства, времени и тяготения. 

Физическим основанием для построения ОТО послужил одинаковый характер 
проявления сил инерции, обусловленных неинерциальным движением системы коор- 
динат и сил тяготения. Поэтому ОТО оперирует с произвольно движущимися систе- 
мами отсчета. Но в таком случае преобразования координат при переходе от одной 
системы к другой оказываются более сложными, нежели изученные нами ранее пре- 
образования Лоренца. В общем случае переход от системы К к системе К' выражается 
формулами 

х'п = І*(х о, х\, х г , х 3 ), (7-13) 

где (п — некоторые однозначные непрерывные функции, хц — временная, а хі, хг, хз — 
три пространственные координаты точки, криволинейные. 

В инерциальных системах любой закон природы выражается уравнениями одной 
и той же формы, т. е. уравнения лоренц-ковариантны. Идея ковариантности уравне- 
ний движения тела в гравитационном поле и уравнений самого поля при общих пре- 
образованиях (7.13) в ОТО также является ведущей. 

Геометрические свойства пространства-времени в инерциальных системах от- 
счета, так называемая метрика пространства, с большой полнотой отражены в форме 
пространственно-временного интервала (2.5): йз 2 = — с 2 йІ 2 + йх 2 Лу 2 + кг 2 . 
В случае неинерциальных систем отсчета метрика пространства-времени изменяется, 
т. е. интервал не сводится к (7.13), а выражается более общей формулой: 

йз 2 = 2 8^х л 8х^. (7.14) 

а, Р 

Здесь = ^ а р(х 0 , Х\, х 2 , х 3 ) — некоторые функции координат точки пространства 
и момента времени. 
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Придавая индексам а, 8 значения О, 1, 2, 3, получим матрицу величин 


§00 §01 §02 §03 
§10 §11 §12 §13 
§20 §21 §22 §23 
§30 §31 §32 §33 


(7.15) 


Совокупность данных шестнадцати величин § а р в математике называется метрическим 
тензором. Этот тензор симметричен, т. е. § = §р а , следовательно, в общем случае 
различны четыре элемента на главной диагонали в матрице (7.15), а остальные две- 
надцать попарно равны. Всего различных элементов десять. 

С помощью (7.14) можно выразить интервал и в инерциальных системах, если 
взять метрический тензор: 



(7.16) 


Такой его вид соответствует декартовой прямоугольной системе координат. (Заметим, 
что теперь необходимость в использовании мнимой единицы у временной координаты 
отпадает, так как минус в интервал вносится элементом § 0 о-) 

Для понимания подхода к гравитационному полю в ОТО очень важно учесть, 
что в неинерциальных системах отсчета никаким преобразованием координат (7.13) 
метрический тензор (7.15) свести к виду (7.16) невозможно. Неинерциальный харак- 
тер системы выражается в том, что в матрице есть элементы § а р, отличные от нуля 
и единицы и являющиеся функциями координат и времейи. 

Опираясь далее на принцип эквивалентности, заключаем, что при наличии гра- 
витационного поля метрический тензор также несводим к виду (7.16), а гравитационное 
поле учтено в нем зависимостью 


§*І> = §*ѵ (хо, х и х 2 , хз). 


(7.17) 


Итак, гравитационное поле в ОТО сводится к метрике пространства-време- 
ни. Пространство-время при наличии поля не является «плоским», или галилеевым, 
с метрическим тензором (7.16), а оказывается «кривым», или римановым, с тензо- 
ром (7.15). 

Исходная аксиома ОТО состоит в следующем утверждении: при наличии грави- 
тационного поля метрика пространства задается формулой (7.14), а поле характе- 
ризуется элементами тензора (7.15). 

Знание функций (7.17) позволяет определить все параметры поля, решить все 
задачи о движении тел в поле; поэтому основными в теории являются уравнения для 
нахождения Они связывают величины с распределением и движением материи 
в пространстве. Таким образом, с одной стороны, гравитация сводится к геометри- 
ческим свойствам пространства, а с другой — геометрические свойства пространства 
определяются физическими явлениями и материальными объектами. 

При первоначальном знакомстве с ОТО мы вынуждены ограничиться разъясне- 
нием на простых примерах того, как поле задается через метрический тензор. Перед 
вопросом об уравнениях поля придется остановиться. (Об уравнениях поля см.: Лан- 
дау Л. Д., Л и ф ш и ц Е. М. Теория поля. — М., 1948. — Гл. XI.) 

В качестве примера рассмотрим интервал с точки зрения двух систем: инерциаль- 
ной К' и вращающейся в ней неинерциальной К. В инерциальной системе К' выберем 
цилиндрические координаты х, = г', х г = г', х 0 = <р' и временную х 0 = сі'. В таком 
случае имеем: 


йз 2 = — с 2 сЧ' 2 + йг' 2 + т' 2 сІц>' 2 + д.г' 2 . 
Метрический тензор для (7.15) имеет вид: ) 


(7.18) 



(7.19) 


Неинерциальная система К вращается вокруг оси цилиндрической системы К' 
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с угловой скоростью ш. Сохраняя прежнюю временную координату, имеем формулы 
перехода: 

сі' = сі, г' = г, ф' = ф + Ю (, г [ = г. (7.20) 

Теперь можно записать интервал (7.18) в этой системе: 

дз 2 = — (с 2 — ш 2 г 2 )й1 2 + 2и>г 2 сІусІІ + <1г 2 + г 2 <1у + с1г 2 . (7.21) 

Развернем выражение (7.14): 

йх 2 = §оо<іхо + 2§о2<іхоСІХ2 ■+■ Рі \дх 2 + ЦъгСІх 2 + ёзздх 2 ... 
и сравним с (7.21). Отсюда и находятся элементы метрического тензора: 



Из примера видно, что значат в конкретном случае формулы (7.13), каково отли- 
чие метрического тензора для неинерциальных систем от инерциальных. Если (7.19) 
переходом к декартовой системе приведется к (7.16), то (7.22) никакими преобразова- 
ниями, сохраняющими указанное вращение К в К', к виду (7.16) не привести. Зависи- 
мость координат от времени при вращении системы непременно даст отличные от 
единиц множители при дифференциалах в интервале (7.21), а вместе с тем и новые эле- 
менты тензора. 

7.3. Собственное время и расстояния между точками.. Так как в ОТО в общем 
случае применяются криволинейные координаты и произвольные преобразования 
координат, то теоретически выбор координат очень широк. В качестве пространствен- 
ных координат Х\, Х2, хз могут фигурировать различные величины, однозначно опре- 
деляющие положение точки в системе отсчета. Что касается времени I, входящего во 
временную координату х 0 = сі, то благодаря возможности произвольного преобра- 
зования (7.13) время можно определить в каждой. точке пространства по произвольно 
идущим часам. В такой общей постановке вопроса измерение пространственных 
координат и времен событий ограничено лишь требованием непрерывности четырех- 
мерного континуума — множества точек (х а , х\, хг, х 3 ). 

Но такая свобода в использовании координат носит скорее математический, 
а не физический характеров конкретных измерениях и расчетах использование одних 
координат может оказаться предпочтительнее либо из соображений простоты, либо 
потому, что они высвечивают физическое содержание результатов. Так, заключение 
о продолжительности процессов можно получить, если возможно введение единого 
времени в системе. В свою очередь отделить гравитационное поле от проявлений сил 
инерции, являющихся результатом выбора неинерциальной системы, можно, исполь- 
зуя так называемые гармонические координаты. 

При использовании любых систем отсчета необходимо определять промежутки 
истинного времени между двумя событиями в одной и той же точке пространства по 
произвольно идущим часам системы и расстояния между двумя точками (длины 
некоторых отрезков) по координатам их концов. Как и в СТО, в ОТО вводится по- 
нятие собственного, или истинного, времени в данной точке пространства. Для его 
измерения каждая точка снабжается физически эквивалентными часами. Время, из- 
меренное по таким часам, и есть собственное время в данной точке. Обозначая бес- 
конечно малый промежуток собственного времени через дт, имеем формулу, опреде- 
ляющую собственное время как инвариант преобразований координат, аналогич- 
ную (2.9): с 2 і т 2 = — дз 2 . 

Далее, для установления связи собственного времени со временем системы хо сле- 
дует выразить дз 2 по (7.14) с учетом того, что интервал берется между двумя собы- 
тиями в одной и той же точке пространства. 

Окончательно получаем: 
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дт = -^-д/ — ёоо дхо. 


(7.23) 




Для конечных промежутков времени т = — ^ — ^ 00 сіхо. 

Если % оо зависит от координат Хі, дг 2 , хз, то собственное время в разных точках 
пространства течет по-разному, если же ^оо зависит и от временной координаты хо, то 
изменяется и темп собственного времени в данной точке пространства. Сравнить соб- 
ственное время в разных точках системы можно при условии, если хо — единое время 
системы. (Оно называется также мировым.) Единое время можно установить в слу- 
чае, если поле постоянно и в удаленных точках отсутствует: Хо = сі, где і опреде- 
ляется по часам удаленных точек. В такой системе временные отметки-сигналы можно 
послать в любую точку, так как расстояния в ней измеримы и неизменны. 

Обратимся теперь к измерению расстояния между двумя точками. В СТО мы го- 
ворили об измерении длин неподвижных отрезков путем наложения на них жесткого 
масштаба (§2.1). Существует и другой метод измерения расстояний, также широко 
применяемый на практике. Это локационный метод, основанный на постоянстве 
скорости света или любой другой электромагнитной волны. 

Пусть свет из точки В {х а -)- с1х а ) направлен в точку А ( х а ), а затем отражен в 
точку В, причем в точке В прошло время <іх. Тогда расстояние между точками В и А 
определяется соотношением 

ЛІ — сЩ-. (7.24) 

С помощью (7.24) можно установить формулу, выражающую расстояние через 
координаты точек, между которыми оно измерено, если метрика пространства задана. 
Сделаем это сначала для инерциальных систем с метрикой (7.16). Светоподобный 
интервал между событиями — отправка светового сигнала из точки В и приход его 

в точку А — равен нулю: — 4хЪ + 4х 2 +4у 2 + 4г 2 =0. Отсюда йхо — (іх 2 + Л/ 2 + сіг 2 . 

Для определения времени йх , прошедшего в точке В между отправкой и возвра- 
щением сигнала, запишем и сравним между собой временные координаты отправки 
и возвращения: отправка х 0 — I <іх 0 \ , возвращение х 0 + I йх 0 \ , изменение 2| 4х 0 \. От- 
сюда с учетом значения ^оо = — 1 формула (7.23) дает: йх = ^ — = 


— д/ Ах 1 + йу 2 + сіг' 2 . Подставляя это значение собственного времени в формулу, 


имеем: 


определяющую расстояние между двумя точками, 

41 = V 4х 2 + іу 2 + Лг г (7.25) 

— результат, очевидный с точки зрения евклидовой геометрии, действующей в трех- 
мерном пространстве. 

Повторим рассуждения для общего случая неинерциальной системы с гравита- 
ционным полем, метрика пространства в которой задана формулой (7.14). Запишем 
интервал: 

ёоо4хІ + 2е ІО (ІхоСІХі + ёлйхісіхь = 0. (7.26) 

Здесь и далее для упрощения записей знак суммы опускаем. Если сомножители имеют 
повторяющийся индекс, то по нему ведется суммирование. Напомним также, что гре- 
ческий индекс принимает четыре значения: 0, 1, 2, 3, а латинский — три: 1, 2, 3. 

Из (7.26) следует: 

4хо — - 4 — [ёоЛхі ±. V (ёоіёок — ёіьёоо) йх4х к 


ёоо 

Переходя к собственному времени с помощью (7.23), получаем: 
2 


сіх == 


С л[~— ёоо 

Осталось подставить (7.28) в (7.24), и искомая формула выведена: 

1 


: V ( ёоіёок — ёікёоо) 4x4X1, . 


41 - 


лГ 


■ V (ёоіёок — ёікёоо) 4х4х к 


(7.27) 


(7.28) 


(7.29) 
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Целесообразно с помощью (7.29) ввести метрический тензор для трехмерной 
пространственной части четырехмерного пространства. Возводя (7.29) почленно в 
квадрат, имеем: 

сП 2 = - е ‘° ём ) Лх 4х к . (7.30) 

&00 


Известно, что (7.30) выражает пространственный интервал — расстояние в соот- 
ветствии с общей формулой римановой геометрии (7.14). Роль метрического тензора, 
который можно назвать пространственным, в ней играет величина 


Уік — §ік 


Вюёю 

8оо 


(7.31) 


Итак, расстояние между двумя точками по их координатам и метрическому тен- 
зору определено: 

йі = V уікСІХісіх к . (7.32) 

Практическое значение формула (7.32) приобретает при условии, если в системе 
отсчета можно ввести единое время хо . В таком случае у,* от времени не зависит и рас- 
стояния между телами постоянны. 

7.4. Слабое стационарное гравитационное поле. Новый подход к гравитационному 
полю в ОТО должен в предельном случае слабых стационарных полей давать извест- 
ные из ньютоновой теории результаты. В методическом отношении полезно описать 
известное поле средствами ОТО; это позволит проиллюстрировать часть введенных 
выше понятий на доступном примере. 

Итак, рассматривается поле с ньютоновым потенциалом ф. Выберем систему коор- 
динат. В слабых полях отклонение метрики трехмерного пространства (х, у, г) от евкли- 
довой незначительно. Поэтому целесообразен выбор декартовых прямоугольных коор- 
динат: хі = х, Х 2 = у, хз = 2 . В качестве временной координаты выберем хо = сі , 
где I — синхронизированное время инерциальной системы отсчета, т. е. время, уста- 
навливаемое по часам тех точек системы, где ф = 0 (например, достаточно удаленных 
от гравитирующих масс). Это время будет одним и тем же: будет течь одинаково во 
всех точках системы. Практически в рассматриваемом случае временные отметки 
можно послать из точки, где расположены часы, в любую его точку с помощью све- 
товых сигналов. 


Найдем метрический тензор четырехмерного пространства рассматриваемой 
системы отсчета со слабым полем. Для этого запишем интегралы, выражающие 
действие материальной точки в поле с потенциалом ф в классической и релятивистской 
форме. С помощью формул (1,24.1), (I, 21.1), а также (7.3) имеем классическое выра- 
жение 

5 К л = ^ тс 2 + тф) сП , ~ (7.33) 

где к потенциальной энергии добавлена энергия покоя частицы тс 2 . 

Для получения релятивистского выражения используем формулу (4.3) и придадим 
ей инвариантное значение: 5 ры , = — \тссІз. 

Однако придется учесть одно дополнительное обстоятельство. Для реальных дви- 
жений интервалы мнимы (см. § 2.3), поэтому здесь йз — мнимая величина и мнимо 
действие 5 рел . Так как мы будем приравнивать 5 ред и 5« л , а действие можно определить 
с точностью до постоянных множителей, запишем вместо (7.34) вещественную ве- 
личину 


5 Р ел = — тс\ійз. 


(7.34) 


Преобразуем (7.33) с учетом равенства ѵйі = дг. 


е , 1 ѵйг 1 

•Ъкл = — тс\ссіІ — 1- — ф іі. 

Приравнивая (7.34) и (7.35), имеем: 

•_/ л, 1 ѵдг 1 
ідз = сЛІ ^ Ь — ф йі. 


(7.35) 

(7.36) 
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Далее следует воспользоваться (7.14): сіз 2 = Воо(іхІ + 2ц<н<1хо <іхі + ^цсіхісіхі, и срав- 

нить д.& 2 с квадратом (7.36), где члены с — г— отброшены: 

с 

гіх 2 = — (с 2 + 2<р) Л 2 + гіГ 2 . (7.37) 

В результате сравнения получаем: 



(7.38) 


а остальные элементы тензора — нули и единицы. 

Итак, искомый метрический тензор с приближенным значением элементов найден: 


- 


(■+*) 


ѵ 1 + ~Т* 

О 10 0 

0 0 10 

0 0 01 


0 0 0 


(7.39) 


Характерно, что гравитационное поле учтено элементом тензора, в данном случае 
только ^оо. Но и этого достаточно, чтобы четырехмерное пространство стало неевкли- 
довым. Искривлением трехмерного пространства (х, у , г) мы пренебрегли, однако 
незначительные отклонения его от евклидового имеются, что можно понять, если 
вспомнить об отброшенных членах в (7.37). 

Обратимся теперь к ходу собственного времени в рассматриваемом стационарном 


поле. Согласно (7.23) имеем 


:Л -тЛМ+іГ 


Ах о или с учетом выбора хо\ 


Ат 


=ѵ> 


2<р 

•2 


(7.40) 


Таким образом, собственное время в разных точках пространства течет по-разному. 
Необходимо еще учесть сделанный ранее выбор хо и і — времени в точках ф = 0 за 
пределами поля. Учитывая, что в гравитационном поле ф < 0, находим, что собствен- 
ное время течет медленнее в точках с меньшим потенциалом (модуль его больше). 
Замедление времени в гравитационном поле обнаружено экспериментально: это сме- 
щение спектральных линий в солнечном спектре в сторону низких частот относительно 
тех же линий, полученных в земных условиях, где модуль потенциала поля меньше. 

В заключение проиллюстрируем примером отклонение геометрии пространства 
в неинерциальных системах от евклидовой. Метрический тензор для вращающейся 
системы (7.22) позволяет записать формулу (7.30) для элемента длины: 

сП 1 = йг 2 + Лг 2 + Г ^\ 2 . (7.41) 

ВТ 


Неевклидовость пространства видна хотя бы из того, что длина окружности, 
лежащей в плоскости, перпендикулярной оси вращения, не равна 2лг. В самом деле, 



2яг 



> 2лг. 


7.5. Движение материальной точки в слабом поле. Получим уравнение движе- 
ния точки в поле, используя принцип экстремального действия (I, 24.2) и вытекающие 
из него уравнения Лагранжа (1, 24.4). Действие для частицы в поле задается форму- 


лой (7.34): 5 = — ' 


ітссіз. 
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Минимум действия на действительной траектории, требуемый принципом, озна- 
чает движение по линии с кратчайшей длиной между начальной и конечной точками, 
т. е. по геодезической линии в кривом пространстве. К чему это приводит, посмотрим 
на примере слабого постоянного поля (7.37), для которого 


= ~\тс Л [ 


-ЦмСІХо — г 2 . 


(7.42) 


Для получения функции Лагранжа нужно придать действию обычный вид, т.е. 

выделить время, в данном случае единое сіі = ^ х ° ■ 

с 


откуда 


8 --І “'Ѵ-г-Мі)’ 

а 

7. = - тс 2 д/ — 8м — . 


СІІ , 


чая: 


Теперь можно писать уравнение Лагранжа — — 

сіі Г" 
сіи 


дг 


(7.43) 


для данного слу- 


( і 
сіі 


и 


^гасі § 0 о 


V ~ ^ 00 “ ~Т 2 V ~ 800 ~ 

С 1 с 


(7.44) 


Надо перейти к собственному времени от единого. С помощью (7.23) имеем: 
и = ± Г ' 


сіі = 


лГ= 


: , а также 


8 оо 


8 оо • 


Поэтому (7.44) при переходе к собственному времени дает уравнение 

_! І ѵ _ — В г а<і 8оо 

с 2 сіх 


V 1 “4 2 *оо V 1-4 


Осталось использовать значение 8оо, даваемое (7.38): 

ѵ — -цгасі ф 

сіх 




(7.45) 


Чтобы сравнить полученное уравнение движения с классическим, удобно 
массу точки: 1 


сі 

сіх 




— §гасІф 


1 + 


2ф 




(7.46) 
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Как видим, в расчет принимается релятивистская масса как для инертных, так и для 
гравитационных свойств. Поправка вносится в выражение силы и за счет потенциала 

Г , , 2<р\ 

^знаменатель 1 -| ~) ■ 

Выражение для энергии получаем по формуле ( I, 22.2): 

Ч 1+2^ 


Е = 


V 


(7,47) 


Выражение (7.47) может быть разложено для 
женное значение энергии: 


<сиф<св ряд и дать прибли- 


тс + 


тѵ 


+ т ф. 


(7.48) 


На этом знакомство с исходными положениями ОТО мы заканчиваем. Интере- 
сующимся можно порекомендовать книги Л. Д. Ландау, Е. М. Лифшица и В. Ф. Фо- 
ка (Фок В. А. Теория пространства, времени и тяготения. — М., 1961) до настоящего 
времени с непревзойденным по ясности изложением этой интереснейшей физической 
теории. Новый взгляд на релятивистскую теорию гравитации содержится в книге 
А. А. Логунова «Лекции по теории относительности и гравитации». — М.: Наука, 
1987. 


Упражнения к главеІІ 

1. Обосновать противоречивость классического выражения второго закона 
Ньютона основам СТО. 

2. Установить связь классического выражения кинетической энергии с реляти- 
вистским. 

3. Получить уравнение движения и законы сохранения энергии для релятивист- 
ской частицы в потенциальном поле с лагранжианом 

7, = — тс 2 д/і — ѵ 2 /с 2 + II (г). 


4. Две частицы взаимодействуют, находясь на значительном расстоянии друг 
от друга. Справедлив ли для их взаимодействия третий закон Ньютона в рамках пред- 
ставлений СТО? 

5. Являются ли релятивистскими выражения закона Кулона, всемирного тяго- 
тения? 

6. При какой скорости движения кинетическая энергия частицы равна энергии 
покоя? 

7. Выразить кинетическую энергию частицы через ее импульс. 

8. Сила Р во время движения остается перпендикулярной скорости частицы и 
постоянна по модулю. Определить характер' движения. 

Ответ. Движение совпадает с классическим движением точки с массой т„ 0 „ — 
т „ 

= — . , под действием постоянной силы, т. е., например, движением по 

(1 - ѵ 2 / с 2 у 2 
окружности радиусом 

ѵ 2 ѵ 2 т 

а Р^\- ѵ 2 /с 2 ' 

9. Сила Р параллельна скорости и постоянна по модулю. Определить характер 
движения. 

Ответ. Искомое движение совпадает с классическим для точки массой 

т р{ 1 — ц 2 /с 2 ) 3/2 

т "р —~Г, ГГм п и ускорением а = — — — . 

(1 — ѵ/сУ т 
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Приложение I 

Некоторые формулы и выкладки векторного анализа 

1. вга<і ф ( Х> у, 2 ) = у ф ( х> у, 2 ) = а ф(г) Гду_ + Г а Ф | ^ а Ф 

а* ду дг 

— формула градиента в декартовых координатах. 

2. дга(і((р + ф) = дгасіф + §гасі ф — градиент суммы, 

8 Г а<3 (С ф) = С^гасіф С — константа, 

&гасі (фф) = ф §га<і ф + ф дгасі ф — градиент произведения, 

§гай і / (ф (дг, у, г) )= дгасі ф — градиент сложной функции. 

3- гі< Р(*. 2 ) = 8 гас1 + ~^- йг ~ полный дифферен- 


циал функции. 


. \ оу 02 / ■ 

формула ротора в декартовых координатах. 

дЬ 

дх ' ~ в ду 


да. 

да, \ 

\ 4 да* 

ааЛ 

дг 

дх ) 

+ Л дх 

ду ) 


5. (а V Ь) = а, + а і п дЬ 

Зх ^ у ду + “55 определение оператора (а V). 


дг 

6. ^гасі (а Ь ) I = (6 V ) а + (а у ) 6 + [6 гоі а] + [а го( ?] — дифференциальное 
тождество, или формула градиента скалярного произведения векторов 

7. Расчет силы Лоренца: <? = — <?-^-Л — 9 е гасі ф + я е гагі (Л ѵ). Так как 

^ ^ (дг, г/, 2 , і), то на основе формулы (5) имеем: 

— л = дА 4- дл дх , дл <?</ . ал аг ал 

д ‘ дх ді + ду ді + аг "аГ — а7 + ^ ѵ ^- 

Последнее слагаемое находим с помощью формулы (6), учитывая, что гоі ѵ = 0, так 
как ѵ от координат явно не зависит, и (Л V) ѵ = Ото той же причине: е гасІ (А ѵ) = 

= (ѵ V) А + [о гоі Л]. Окончательно <? = - у , драй Ф + , [ѵ гоі Л]. 
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Формула Эйнштейна (270). 4.5. Классическая и релятивистская области. 
Масса покоя и релятивистская масса (272). 

§ 5. Законы сохранения в системе взаимодействующих частиц 273 

5.1. Релятивистская модель взаимодействия. Понятие о поле (273). 5.2. За- 
кон сохранения энергии и импульса для замкнутой изолированной реляти- 
вистской системы (275). 5.3. Энергия связи. Масса системы связанных ча- 
стиц (277). 

§ 6. Релятивистское обобщение основного уравнения динамики. Частица в сило- 
вом поле 282 

6.1. Лоренц-инвариантная форма дифференциального уравнения движения 
материальной точки (282). 6.2. Движение заряженной материальной точки 
в электромагнитном поле (288). 

§ 7. Неинерциальные системы и гравитационное поле в теории относительно- 


сти 290 
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